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INTRODUCTION. 



Occupé, depuis plusieurs années, à rédiger une série d'ou- 
vrages élémentaires sur l'ensemble des études scientifiques, 
j'en étais arrivé à la Géométrie, 'que je révisai sur un assez 
grand nombre de Traités spéciaux. Chaque jour j'en éliminais 
quelques-uns, et, à la fin, il n'en restait plus qu'un seul devant 
moi : c'était la Géométrie de A.-J.-H. Vincent, première édi- 
tion, publiée en 1826. 

C'est qu'en effet j'avais reconnu, par une comparaison scru- 
puleuse de ce livre avec les autres du même genre , qu'il l'em- 
portait sur tous ceux-ci , tant par la généralité des vues que par 
la diversité des détails. J'y trouvais tous les cas énumérés, 
toutes les conséquences déduites, toutes les applications immé- 
diates indiquées. En outre , aucune définition incomplète , pas 
une seule pétition de principe n'y faisait tache comme ailleurs. 
Eqfin , cette bonne opinion que j'avais prise de l'ouvrage quel- 
que peu oublié de M. Vincent , me parut avoir été partagée 
par d'autres auteurs , notamment par celui qui venait de faire 
de si nombreux changcmenls à un ouvrage devenu célèbre : la 
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source où ces auteurs ont largement puisé est évidemment le 
livre dont je parle. 

Ayant revu l'auteur de ce livre, je lui fis part de ma décou- 
verte et l'engageai à reproduire son œuvre avec les modifica- 
tions exigées par le nouveau programme des études. L'état de 
sa santé et d'autres occupations ne lui ayant pas permis de faire 
lui-même cette révision, M. Vincent m'en chargea, et je me mis 
immédiatement à l'exécution de mon projet. 

Mais alors se présenta une difficulté que j'aurais dû prévoir : 
par cela même que l'ouvrage formait un ensemble bien coor- 
donné, il me fut impossible de le modifier sans tout bouleverser 
à la fois. Il fallait , ou le reproduire avec de simples perfec- 
tionnements typographiques , ou reprendre toute la rédaction 
dans le sens du programme officiel. Nous nous arrêtâmes à ce 
double projet : 1° de faire , plus tard , une nouvelle et huitième 
édition de l'ouvrage ex-professo, à peu près conforme à la 
première édition ; 2° de prendre toute la matière de l'ouvrage 
pour l'allier aux idées du programme et en composer un livre 
tout à fait élémentaire, sous le plus petit format possible. 
Yoici alors les considérations qui m'ont guidé dans ce dernier 
travail. 

Je ne crois pas qu'un livre fût possible ou acceptable , si l'on 
voulait n'y mettre que les réponses immédiates aux questions 
d'un programme, même très-détaillé. Il y a des liaisons nécessai- 
res entre toutes ces questions, ou plutôt, ces questions ne sont 
que les principales et elles en entraînent nécessairement d'autres, 
qui, tout en restant secondaires, n'en complètent pas moins un 
ensemble, un système, un ouvrage. 

« Quand nous imposons un programme, me disait un mem- 
bre supérieur de l'Université , on doit le considérer comme un 
choix de questions propres h faire connaître si l'élève ou le 
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candidat a bien ou mal étudié une science, mais non comme 
une table de matières pour tous ces manuels , la plaie de l'en- 
seignement public; nous aimerions plutôt à dérouter les au- 
teurs de tels ouvrages , par l'incohérence et le fréquent change- 
ment de nos programmes. » 

J'ai utilisé cet avis. D'ailleurs on n'aime pas, en général, 
une science présentée par fragments, et l'on préférera toujours 
l'ouvrage le plus complet , à égal mérite de rédaction. C'est ce 
qui m'a décidé à mettre dans ce livre , d'abord , tout ce qui 
est indiqué dans le programme universitaire; puis, ce que 
renferment de plus les Traités de Géométrie et en particulier 
l'ouvrage si complet de M. Vincent ; enfin , des méthodes nou- 
velles pour la rectification, la quadrature et la cubalurc, ap- 
plicables à des figures géométriques quelconques. 

Soit pour obéir aux prescriptions du programme , soit dans 
le but d'abréger ta rédaction, j'ai évité, quoiqu'à regret, la 
forme dogmatique. Mais , d'un autre côté, pour faciliter l'étude 
de la géométrie , j'ai présenté cette science en une seule série 
de petits chapitres, dont chacun embrasse un sujet bien déter- 
miné et peut ainsi former la matière d'une leçon. Enfin , tous 
les numéros d'ordre ayant des titres spéciaux, il devient aisé 
de retrouver telle proposition que l'on voudra, à défaut même 
d'un numéro de renvoi. 

Sur les quarante chapitres dont se compose cet ouvrage , les 
vingt et un premiers sont relatifs à la géométrie plane , et les 
treize suivants à la géométrie dans l'espace , les sept derniers 
pouvant être envisagés comme complémentaires. 

Quant aux problèmes , ils n'ont point été considérés comme 
de simples applications de ce qu'on appelle les propositions de 
la géométrie, mais bien comme parties intégrantes de la géo- 
métrie elle-même. Quelquefois ils sont les bases de ces propo- 
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sitions, et d'autres fois leurs conséquences immédiates; mais, 
dans l'un et l'autre cas, leur place est naturellement indiquée 
par le sujet que Ton traite. 

En effet, du tracé de la circonférence découlent immédiate- 
ment les propriétés caractéristiques de cette courbe ; et il serait 
peu rationnel de conclure dans un ordre inverse. De même, 
quand on a formé un triangle au moyen d'un angle et de ses 
côtés, on s'assure qu'il n'y a qu'une solution, et l'on en con- 
clut l'égalité des triangles qui ont un même angle compris 
entre mêmes côtés. 

C'est ainsi que , dans un grand nombre de cas , le problème 
peut être mis en tête , et la proposition à la suite comme an 
simple corollaire. Cela veut dire aussi que, parmi les propriétés 
des figures géométriques , l'une des plus importantes est leur 
mode de génération, ou encore, que la considération du mou- 
vement est indispensable pour l'étude complète de l'étendue. 
Et l'époque n'est peut-être pas éloignée, où, abandonnant tout 
à fait les idées anciennes , on considérera la géométrie comme 
ne différant plus de la mécanique que par l'élément du temps. 
De même que tout mouvement, en mécanique, se ramène à 
une translation et à une rotation , deux choses hétérogènes qui 
6e combinent sans pouvoir se transformer l'une dans l'autre, 
de même, en géométrie, toute figure pourra être engendrée par 
des mouvements rectilignes et angulaires , qui s'associent sans 
pouvoir se confondre. 

C'était là , je n'en doute pas, la pensée du rédacteur du pro- 
gramme , lorsqu'il recommandait de considérer , avec Bezout* 
l'angle comme produit par le mouvement rotatoire d'une droite. 
On verra le parti que nous avons tiré nous-mêrae de cette idée 
lumineuse. Nous avons fait aussi quelque changement dans la 

anière d'établir les proportionnalités en géométrie, Enfin , la 
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CHAPITRE PREMIER- 
owet DE LA GÉOMÉTRIE. 

1. Corps matériels. — Le volume d'un corps est la 
portion d'espace qu'il occupe. Ce volume est terminé 
par une surface, qui peut être simple ou formée de plu- 
sieurs parties distinctes ; et alors ces parties de la sur- 
face sont séparées les unes des autres par des lignes, 
qui elles-mêmes se limitent mutuellement par des points. 

Il est physiquement impossible d'isoler une surface , 
une ligne, un point, du corps auquel ils appartiennent, 
sans détacher en même temps une partie du volume de 
ce corps. En d'autres termes, les surfaces que l'on isole 
ont toujours une certaine épaisseur; les lignes, une 
épaisseur et une largeur appréciables; les points, une 
épaisseur, une largeur et une longueur sans lesquelles 
on ne pourrait les discerner. 

En outre, la matière d'un corps n'occupe pas réelle- 
ment tout le volume que borne sa surface. On s'assure, 
par des moyens physiques et chimiques, que cette ma- 
tière offre des espaces vides , des défauts de continuité, 
des pores plus ou moins sensibles. Cette nature rabo- 
teuse se manifeste encore mieux sur les surfaces, même 
polies, sur les lignes les plus fines, aux pointes les plus 
saillantes. 

*. Corps géométriques. — Si l'on fait abstraction 
de la matière des corps, les volumes que cette matière 
semblait occuper n'en subsistent pas moins, comme por- 

4 



Digitized by Google 



2 OBJET 0E LA GÉOMÉTRIE. 

lions de l'espace vide et indéfini; et alors on peut conce- 
voir ces volumes comme terminés par des surfaces idéa- 
les, sans épaisseur; les intersections des surfaces, comme 
des lignes sans épaisseur ni largeur; les intersections 
des lignes, comme des points sans épaisseur, ni largeur, 
ni longueur : et dans tous les cas, régularité et continuité 
parfaite. 

En d'autres termes, les volumes, surfaces, lignes et 
points, que Ton considère en géométrie, sont des limites 
de perfection dont s'approchent, sans jamais pouvoir y 
atteindre, les volumes, surfaces, lignes et points , que 
nous présentent les corps matériels. Et les propriétés de 
l'étendue , rationnellement démontrées par les géomè- 
tres , ne s'appliquent à la matière qui tombe sous nos 
sens , qu'avec les restrictions nécessaires en chaque cas, 
et dans une approximation qui dépend de la texture 
naturelle des corps , et du soin avec lequel on les a fa- 
çonnés. 

9. Dimensions. — Un volume est donc l'étendue à 
trois dimensions. Une surface est ce qui n'a que deux 
dimensions; une ligne, ce qui n'a qu'une seule dimen- 
sion ; un point, ce qui est dépourvu de toute dimension. 

Mais, considérées dans leur ensemble, une surface 
peut s'étendre en trois sens, comme celle d'une boule; 
et une ligne , en deux sens , comme la circonférence du 
cercle , et même en trois sens , comme le filet d'une vis. 
La définition de la surface s'applique réellement à cha- 
cune des portions très-petites ou élémentaires de cette 
surface , considérées comme autant de petites facettes 
planes. La définition de la ligne convient de môme à ses 
éléments, envisagés comme autant de petites lignes 
droites. 

4. Étendue et forme. — On dît le volume d'un 
corps, Y aire d'urie surface, la longueur d'une ligne, 



Digitized by Google 



OBJET DE LA GÉOMÉTRIE. 



< 

3 



pour exprimer l'étendue de ce corps , de cette surface , 
de cette ligne. Quant aux points, ils sont dépourvus de 
toute étendue. 

Outre rétendue d'une surface et d'une ligne, on con- 
sidère encore la forme de cette surface et de cette ligne. 
Ainsi , une ligne est droite , quand toutes ses parties se 
dirigent vers un seul et même point de l'espace ; elle est 
brisée ou polygonale , lorsqu'elle se compose de lignes 
droites mises bout à bout; enfin, elle est courbe, lors- 
qu'elle change de direction en chaque point , ou qu'elle 
n'est ni droite ni polygonale. 

De même aussi, une surface est dite plane, si la ligne 
droite peut s'y appliquer partout et en tous sens ; polyé- 
drique, si elle résulte de portions de surface plane as- 
semblées entre elles; courbe, si elle n'est ni plane ni 
polyédrique. 

La forme n'appartient point au volume, mais à la sur- 
face qui le termine. Cela vient de ce que chaque élément 
de volume est enveloppé de tous côtés par d'autres élé- 
ments ; de telle manière qu'aucune distinction ne peut 
se faire entre les différentes parties de ce volume : la 
continuité y est parfaite , et l'on y marche également en 
toute direction , excepté à la surface du corps , où les 
éléments se suivent dans des directions déterminées et 
sont diversement inclinés entre eux , ce qui constitue la 
forme môme de cette surface. Ainsi, quand on parle de 
la forme d'un corps, on entend désigner sa surface; et 
l'on dira, par exemple, corps rond, pour l'expression 
abrégée de corps à surface ronde. 

5. Définition de la géométrie, — Gela posé , la géo- 
métrie est une science qui , faisant toujours abstraction 
de la matière des corps , s'occupe de la mesure de l'éten- 
due à une , à deux , à trois dimensions , et des propriétés 
ou caractères de la forme à une et à'deux dimensions. 

Pour mesurer l'étendue, nommée, aussi quantité ou 
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grandeur continue, la géométrie emprunte les procédés 
de l'arithmétique : cherchant combien de fois une ligne, 
une surface , un volume , contiennent respectivement les 
unités de ligne , de surface et de volume; puis, effec- 
tuant sur les nombres qui en résultent, les mômes opé- 
rations que s'ils représentaient des quantités disconti- 
nues. 

Pour caractériser les lignes et les surfaces , sous le 
rapport de la forme , la géométrie indique ordinairement 
les procédés mécaniques qu'il faut employer dans le 
tracé de ces lignes et de ces surfaces. En général , on 
conçoit une ligne quelconque comme engendrée par le 
mouvement d'un point , qui suit des directions plus ou 
moins variables ; et une surface , comme engendrée par 
le mouvement d'une ligne , dont la forme et l'étendue 
sont constantes ou variables. 

Quant aux volumes , il n'est nul besoin de les tracer , 
dans le sens propre du mot, mais seulement la surface 
qui les enveloppe de toute part. 

0. Géométrie élémentaire. — Elle ne s'occupe que 
de deux espèces de lignes , savoir : des lignes droite et 
circulaire; et de quatre espèces de surfaces, savoir : des 
surfaces plane, cylindrique, conique et sphérique. 

Cette science , développée par les Grecs , a conservé 
un certain nombre d'expressions, dont il èst bon de 
connaître le sens, quand bien même on y substituerait, 
comme nous le ferons , les mots du langage ordinaire. 
Partant de vérités qui sont évidentes par elles-mêmes , 
et qu'il désigne sous le nom d'axiomes, le géomètre passe 
à la démonstration d'autres vérités moins évidentes ou 
plus cachées, qu'il nomme théorèmes, en s'appuyant 
s'il le faut sur des considérations préliminaires ou iera- 
mes, et facilitant le raisonnement par des suppositions 
ou hypothèses ; puis il déduit de ces théorèmes des con- 
séquences immédiates ou corollaires, et des procédés 
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à suivre pour la solution de certains problèmes, donnant 
lieu à des constructions graphiques, exécutées à l'aide de 
la règle et du compas. Tous ces théorèmes, lemmes , pro- 
blèmes et corollaires forment autant de propositions, 
que Ton accompagne quelquefois de remarques, ousco- 
lies, tendantes à en faire ressortir la liaison , l'utilité , la 
restriction ou l'extension. 



CHAPITRE II. 

DE LA DROITE ET DU PLAN. 

T. Ligne droite* — La ligne droite , ou simplement 
la droite, est la plus courte ligne menée entre deux 
points. 

Elle représente aussi la plus courte distance entre 
deux quelconques de ses points. 

Elle est telle, qu'en tournant sur deux de ses points 
comme pivots fixes, aucun de ses autres points ne 
ehange de place ; en sorte que deux points déterminent 
la position et la direction d'une droite. 

En raccourcissant ou allongeant une droite , on change 
son étendue, mais non sa forme et sa direction, qui se 
conservent de part et d'autre jusqu'à l'infini. 

S. Intersection de deux droites. — La rencontre 
mutuelle ou l'intersection de deux droites est un seul 
point ; car si ces droites avaient deux points communs , 
elles se confondraient , comme étant l'une et l'autre la 
plus courte distance entre ces deux points. 

Par conséquent, toutes les droites qui ont deux points 
communs, ou qui, prolongées suffisamment, auraient 
deux points communs, se confondent et ne forment plus 
qu'une seule et même droite, relativement à la position 
et à la direction dans l'espace. 
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9, Surface plane. — Une surface plane, ou simple- 
ment un plan , est telle qu'on y peut tracer des lignes 
droites en toutes positions et en tous sens. 

En d'autres termes , si Ton prend deux points quel- 
conques sur ce plan , et qu'on les joigne par une ligne 
droite , celle-ci sera tout entière dans le plan. 

Ou bien encore, si, traçant une droite quelconque 
dans le plan, on fait tourner celui-ci autour de cette 
droite comme charnière fixe, après une demi-révolution 
le plan viendra reprendre sa première position , la coïn- 
cidence étant parfaite en tous points. 

Cela suppose qu'un plan peut être prolongé à l'infini 
dans toutes les directions. On change ainsi son étendue, 
sans altérer sa {orme, sans changer sa position ni sa di- 
rection dans l'espace. 



to. Lignes planes. — Toute ligne tracée sur un 



est une ligne plane. Si le plan est limité , la ligne ou les 
lignes qui en forment le contour , sont nécessairement 
planes. 

La ligne droite , dont il vient d'être question , et la cir- 
conférence du cercle , dont nous parlerons plus loin , 
sont des lignes planes. 

II. Intersection d'une droite et d'un plan* — Cette 

rencontre se fait en un seul point; car s'il y en avait 
deux , la droite serait tout entière dans le plan. 

19. Intersection de deux plans. — Elle se fait sui- 
vant une ligne droite ; car si , prenant deux points quel- 
conques de cette intersection , on les joint par une droite, 
celle-ci devra se trouver tout à la fois dans l'un et l'autre 
plan : c'est-à-dire qu'elle sera l'intersection ou l'ensem- 
ble des points communs à ces deux plans. 

On ne peut donc plier un plan (sans le déformer) que 
suivant une ligne droite; et réciproquement, tout pli 
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fait dans un plan , est nécessairement une ligne droite. 
C'est ainsi qu'on peut amener une des portions du 
plan sur l'autre portion , pour faire coïncider une moitié 
de figure avec l'autre moitié ; c'est ainsi qu'on peut ra- 
battre un plan sur un autre plan , en faisant tourner le 
premier autour de son intersection avec l'autre plan , 
cette intersection faisant l'office de charnière. 

13. Fixation d'un plan. — Si , après avoir tracé une 
droite quelconque sur un plan , on vient à faire tourner 
ce plan autour de cette droite comme charnière fixe , on 
pourra amener le plan par un point quelconque de l'es^ 
pace, situé en dehors de la charnière ; et si ce point est 
fixe, il arrêtera le plan dans cette position. 

Il est évident qu'on peut remplacer la droite en ques- 
tion par deux de ses points, qui, avec le point donné, 
formeront un système de trois points non en ligne droite, 
suffisant pour assurer la position du plan. 

On assure encore cette position du plan en menant , 
par l'un des trois points donnés , deux droites qui vont 
passer respectivement par les deux autres points. 

Enfin , si les trois points fixateurs du plan sont joints 
deux à deux par des lignes droites , on aura un système 
de trois droites , qu'on nomme triangle : un triangle 
quelconque détermine donc la position d'un plan. 

Il suit de là que deux plans qui ont trois points com- 
muns , non en ligne droite , se confondent en un seul et 
même plan. 

Il suit encore de là , qu'un plan , outre les caractères 
déjà indiqués au n° O, est tel, qu'en glissant sur trois 
de ses points, non en ligne droite, le plan supposé illi- 
mité ne change pas de place. 

14. Géométrie plane et géométrie dans l'espace. 

— Cela posé, on appelle figure, 1° tout tracé de lignes 
terminant une certaine surface; 2° toute réunion de sur- 
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faces renfermant un certain volume ; 3° et , en général , 
tout assemblage de lignes et de surfaces , quand bien 
même elles ne borneraient ni surface ni volume. 

La géométrie plane s'occupe des figures tracées sur un 
seul et même plan ; et la géométrie dans l'espace, des 
figures à trois dimensions. 

Tout ce qui va suivre , jusqu'au chapitre xxi inclusi- 
vement, appartient à la géométrie plane; le reste, à la 
géométrie dans l'espace. 

Inutile de prévenir le lecteur que tous les signes d'opé- 
rations sont, en géométrie, les mêmes qu'en arithmé- 
tique et en algèbre : le signe de l'addition étant + ; celui 
de la soustration — ; celui de la multiplication x , ou un 
point, ou la juxtaposition des facteurs quand il n'en ré- 
sulte pas d'équivoque; enfin, le quotient ou le rapport 
de deux quantités s'écrivant sous forme de fraction. 
L'inégalité de deux quantités a et b s'écrit a > b ou 6 < a, 
la plus petite b se plaçant à la pointe du signe et la plus 
grande à l'ouverture. 



CHAPITRE III. 

DES OPÉRATIONS SUR LES DROITES. 

15. Règle et Compas. — On décrit une droite à 
l'aide d'une règle, dont on suit le bord avec une pointe 
traçante ; et on prend la longueur de cette droite à l'aide 
d'un compas , dont les deux pointes sont amenées aux 
deux extrémités de la droite. 

Aucune vérification n'est nécessaire pour le compas : 
il faut et il suffit que sa charnière joue à frottement égal , 
et que ses deux pointes soient suffisamment aiguës, 
' sans cependant pouvoir pénétrer trop aisément dans la 
matière du plan sur lequel on trace les figures. Ce com- 
pas est dit à pointes sèches. 
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Quant à la règle , elle est susceptible d'une vérifica- 
tion géométrique. Après avoir décrit une ligne en fai- 
sant glisser la pointe traçante le long du bord de la règle, 
on retourne cette règle sens dessus dessous , de manière 
que le bord qui vient de servir appuie sur le plan et serve 
comme de charnière : dans cette nouvelle position de la 
règle, on trace une ligne à l'aide du môme bord ; et cette 
ligne doit se confondre avec la précédente, si la règle 
est bonne. 

1G. Addition. — Deux ou plusieurs droites a,b,c, 
• . . , u étant données de longueur , trouver leur somme. 

Sur une droite indéfinie OX ( fig. 1 ) , considérée comme 
axe, et à partir d'un point 0, choisi pour origine, pre- 
nons, à l'aide d'un compas, OA = a, puis AB = 6, 
puis BG = c, et ainsi de suite, portant les droites sur 
l'axe, bout à bout et dans le même sens : la distance de 
l'origine 0 à la seconde extrémité U de la dernière droite 
u , représentera la somme de toutes ces droites. 

Effaçant tous les points compris entre 0 et U, la 
droite OU représentera une longueur totale , dont on ne 
reconnaîtra plus les composantes ; de la même manière 
que la somme effective de plusieurs nombres ne con- 
serve aucune trace de ces derniers. 

Si l'on avait porté les droites a , b , c à la suite 
les unes des autres, et chacune dans une direction 
arbitraire , on aurait formé la ligne brisée OABG . . . U 
{fig. 1 bis)\ maison ne pourrait effacer les points inter- 
médiaires A, B, C, . . . , et prendre OU pour la somme 
demandée : cette somme ne sera faite que lorsqu'on 
aura développé la ligne brisée le long de Taxe OX ; opé- 
ration qu'on nomme la rectification. 

17. Soustraction. — Trouver la différence de deux 
droites a et b. 
Dans ce but, on prolongera l'axe OX {fig. 2) suivant 

4. 
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OX'; et, à partir de l'origine 0, on portera a en OA, et 
b en OB , c'est-à-dire en sens contraires l'une de l'autre. 
Dans l'hypothèse de OA plus grand que OB, si l'on fait 
glisser OB le long de Taxe jusqu'à ce qu'on atteigne le 
point A , auquel cas OB arrivera en AB' , la différence 
demandée sera OB'. Et si, au contraire , on faisait glisser 
OA le long de l'axe jusqu'à ce qu'on atteignît le point B , 
auquel cas 0 A viendrait en BA' , la différence cherchée 
serait OA'. 

Or, il est évident que les deux différences OB' et OA' 
sont les mêmes et placées toutes deux sur le demi-axe 
OX, ou dans le même sens que la plus grande des deux 
droites. On peut donc effacer tous les points, excepté 
A' ou B' , et la distance de ce point à l'origine 0 sera la 
différence des deux droites , dont il ne restera aucun 
vestige; de la même manière que la différence 5, entre 
7 et 12 par exemple , ne conserve aucune trace de ces 
deux derniers nombres. 

18. Polynôme. — Réduire à une seule droite, un 
polynôme formé d'autant de droites que l'on voudra , 
réunis par voie d'addition et de soustraction , comme 

a + b — c + d — e — /*. 

A partir de l'origine 0 ( fig. 3) , et portant dans le sens OX 
les droites affectées du signe plus , et dans le sens OX' 
les droites affectées du signe moins, on formera ( n° 1 €* ) 
les deux sommes 

a + 6 + d = m 
c + e+ /"= n; 

puis (n° 17) on prendra la différence de m et n, qui 
sera le résultat demandé, en grandeur et en sens. 

On peut aussi faire les opérations successives , dans 
l'ordre même des droites proposées, en portant a de 0 
en A ; puis b, de A en B ; puis c 9 de B en C; puis d, de 
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C en D; puis e, de D en E; enfin f, de E en F; en sorte 
que 0 F sera le résultat demandé , en grandeur et en 
sens. 

19. Multiplication. — Trouver une droite égale à 
un multiple d'une droite donnée ; ou, ce qui revient au 
même , multiplier cette dernière droite par un nombre 
abstrait. 

Si ce nombre est 7 , par exemple , on portera sept fois 
la droite le long de Taxe OX , faisant ainsi la somme de 
7 droites égales à la proposée (n° i« ). 

Mais si Ton demandait de former le produit de deux 
droites , comme on forme le produit de deux nombres , 
la question n'aurait plus de sens, à moins d'une inter- 
prétation particulière , que l'on fera connaître plus loin 
(n° 115). 

£0. Diviston. — Trouver combien de fois une droite 
donnée a, est contenue dans une autre droite aussi 
donnée A ; ou , en d'autres termes , trouver le quotient 
de A par a. 

A partir d'une des extrémités de A , et tout le long de 
cette droite dividende , on portera bout à bout la droite 
diviseur a. Supposons que a soit contenu 7 fois dans A , 
avec un reste R, nécessairement plus petit que a. 

Prenons un second diviseur a', qui sera par exemple 
le dixième de a ; on cherchera de même combien de 
fois il est contenu dans R : soit 5 fois , avec un reste R'. 

Prenons un troisième diviseur a", qui sera par exem- 
ple le dixième de a! ou le centième de a ; on cherchera 
combien de fois il est contenu dans R' : soit k fois , avec 
un reste R' 7 . 

Et ainsi de suite , divisant chaque nouveau reste par 
un diviseur nouveau , égal au dixième du précédent di- 
viseur , jusqu'à ce qu'on arrive à une division sans reste, 
ou à un reste si petit, qu'il échappe à toute division ul- 
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térieure. On aura , de cette manière, 

A = la + 5a' + 4a" 

ou A = a x 7,54. . ., 

c'est-à-dire que A contiendra a un nombre de fois mar- 
qué par le quotient 7,54 . . . , qui est un nombre décimai 
abstrait. 

Réciproquement, en multipliant a par le nombre abs- 
trait 7,54 ... (n° 19), on reproduirait A. 

91. Rapport. — L'opération précédente peut servir 
à trouver le rapport des deux droites A et a; car, de ce 
qu'on a 

A = a x 7,54. . ., 

on en conclut 

A . ri 754 ... 

- = 7,54... = ï ^—; 

et si, par exemple, l'opération s'arrête aux centièmes, 
faute de reste , le rapport exact de A à a sera celui de 
754 à 100; c'est-à-dire qu'il existe une petite droite, con- 
tenue exactement 100 fois dans a et 754 fois dans A. 

Cette petite droite est ce qu'on nomme la commune 
mesure des deux droites A et a. Ici, elle est évidemment 
le 100 e de a ou le 754 e de A. Mais, en divisant ces deux 
nombres par 2, on obtient 50 et 377 pour termes plus 
simples du même rapport; en sorte qu'il existe une autre 
commune mesure contenue 50 fois dans a et 377 fois 
dans A. Le problème pour tous les cas consiste à trou- 
ver la plus grande mesure commune à deux droites 
données. 

Alors , on suit le même procédé qu'en arithmétique 
pour trouver le plus grand commun diviseur de deux 
nombres : divisant ainsi la plus longue droite par la plus 
courte ; puis celle-ci par le reste de la division; puis ce 
reste par le suivant, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on 
obtienne un diviseur exact , quî sera le plus grand divi- 
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seur commun , ou la plus grande commune mesure des 
deux droites proposées. 

En arithmétique, on atteint toujours ce diviseur exact, 
qui est l'unité dans le cas où les nombres donnés sont 
premiers entre eux. Mais, en géométrie, il peut arriver 
qu'il y ait des restes et des divisions sans fin , non pas 
qu'on puisse le reconnaître à l'aide de procédés graphi- 
ques, mais en y suppléant par le raisonnement. 

Ainsi, deux droites peuvent exister sans avoir néces- 
sairement une mesure commune , auquel cas on dit que 
ces droites sont incommensurables entre elles, ou sim- 
plement incommensurables. Cette incommensurabilité 
est une des grandes difficultés en géométrie , et la cause 
principale de la diversité des méthodes. 



CHAPITRE IV. 

DES ANGLES. 

S9. Définition* — Deux droites qui, parlant d'un 
point commun 0 (fig. 4), vont dans des directions diffé- 
rentes OA, OB, forment ce qu'on appelle un angle. Le 
point 0 est le sommet de l'angle, et les droites indéfinies 
OA, OB, en sont les côtés. 

On désigne cet angle par la lettre 0 de son sommet, 
et, s'il y avait équivoque, par les trois lettres AOB, ou 
BOA , la lettre du sommet étant toujours placée entre 
les deux autres. 

23. Génération des angles. — On supposera d'abord 
le côté OB (fig. 5) couché sur le côté OA, celui-ci étant 
fixe , et le premier mobile autour du point O , tout en 
restant dans un seul et même plan. Aussitôt que OB 
quittera OA, l'angle se formera et deviendra successive- 
ment AOB', AOB",..., jusqu'à* ce que le côté mobile 
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arrive sur le prolongement OA' du côté fixe. Continuant 
à tourner dans le même sens , le côté mobile arrivera suc- 
cessivement en OB'", OB '", . . . , et finalement en OB dans 
sa position initiale , après avoir complété une révolu- 
tion. Or, rien n'empêche qu'il continue à tourner, tou- 
jours dans le même sens, pour accomplir une seconde 
révolution , puis une troisième, une quatrième, et même 
un nombre indéfini de révolutions. 

Eh bien, dans la géométrie supérieure, chaque posi- 
tion du côté mobile correspond à un angle , dont la gran- 
deur ou Y ouverture se compte depuis le côté fixe OA 
jusqu'à ce côté mobile OB, ce dernier ayant déjà fait 
une fraction plus ou moins grande de révolution, ou 
cette fraction accompagnée d'un nombre quelconque de 
révolutions. En d'autres termes , l'angle peut varier de 
zéro à l'infini , en passant par toutes les grandeurs inter- 
médiaires. On admet, en outre , que le côté mobile pour- 
rait tourner en sens contraire du mouvement que nous 
venons de suivre ; en sorte que les angles peuvent croître 
en deux sens opposés, de même qu'un point mobile peut 
engendrer une ligne en allant de gauche à droite ou de 
droite à gauche. 

£4* Angles adjacents. — Dans la géométrie élémen- 
taire, on se borne à considérer les angles qui résultent 
de l'entre-croisement de deux droites AA' et BB' (fig. 6), 
prolongées de part et d'autre de leur intersection 0, et de 
manière à former les quatre angles AOB , BOA', A' OB', 
B'OA. Leur somme représente évidemment une révolu- 
tion complète de la génératrice dont nous avons exa- 
miné la marche au précédent numéro. 

Deux de ces angles contigus, tels que AOB, BOA', re- 
présentent une demi-révolution. On leur a donné le nom 
A 1 angles adjacents. Ainsi, deux angles adjacents ou for- 
més par deux droites et du même côté de l'une d'elles, 
font toujours la même* somme angulaire. L'un diminue 
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de toute la quantité dont l'autre grandit ; et chacun peut 
ainsi varier entre les limites extrêmes zéro et ladite 
somme angulaire. 

»5>. Angle droit. — Entre les deux limites extrêmes 
qui viennent d'être assignées aux angles que Ton consi- 
dère en géométrie élémentaire, la grandeur moyenne est 
remarquable; car il en résulte l'égalité parfaite des 
quatre angles formés par l'entre-croisement des deux 
droites A A', BB' (fig.l). En effet, si l'on rend égaux les 
deux angles adjacents AOB, BOA', ils deviennent égaux 
à leurs adjacents respectifs AOB', A' OB' ( n° £41 ) , et par 
suite ces derniers sont égaux entre eux ; en sorte que les 
quatre angles formés autour du point 0 sont identique- 
ment les mêmes : ils ont reçu le nom d'angles droits. 

Prenant l'angle droit pour terme de comparaison, 
c'est-à-dire pour l'unité des angles , il en résultera : 

1°. Que deux angles adjacents, tels que AOB, BOA' 
(fig. 6|), valent ensemble deux angles droits; 

2°. Que tous les angles , tels que AOB', B'OB", B" OA' 
(fig. 5), formés autour du même point 0 et du même 
côté d'une droite AA', valent ensemble deux angles droits ; 

3°. Qu'enfin tous les angles formés autour d'un même 
point 0 (fig. 5), valent ensemble quatre angles droits. 

2G. Angles aigus, obtus, supplémentaires, com- 
plémentaires. — Lorsque deux angles adjacents, tels 
que AOB, BOA' (fig. 6), sont inégaux, le plus petit 
AOB est dit aigu, et le plus grand BOA' est dit obtus. 

Considéré isolément , tout angle plus petit qu'un droit 
est un angle aigu, et tout angle plus grand qu'un droit 
est un angle obtus. 

Deux angles qui , réunis ensemble , vaudraient deux 
droits et qui, par conséquent, pourraient être adjacents , 
sont dits supplémentaires; et chacun est désigné comme 
le supplémentaire ou le supplément de l'autre. 
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Deux angles dont la somme ou la différence vaut un 
droit, sont dits complémentaires ou compléments l'un de 
l'autre. Si les deux angles sont aigus , c'est leur somme 
qui doit faire un angle droit. Si les deux angles sont, l'un 
obtus et l'autre aigu, c'est l'excès du premier sur le se- 
cond qui doit valoir un angle droit. Ils ne pourraient 
donc être tous deux obtus. 

*7. Angles opposés par le sommet. — En outre des 
angles adjacents formés par Tentre-croisement de deux 
droites, on considère encore les angles, tels que AOB, 
A' OB' (fig. 6), qui sont opposés par le sommet. Ces deux 
angles sont égaux entre eux , puisque l'un ou l'autre peut 
être considéré comme le supplémentaire du même angle 
A'OB, ou du même angle AOB'. Donc, ces deux derniers 
angles, également opposés par le sommet, sont aussi 
égaux entre eux. 

» 

SS. Équerre et fausse équerre. — On trace les 
angles droits à l'aide de Y équerre (fig. 8), instrument 
de forme triangulaire , dont deux côtés OA , OB sont à 
angle droit. On la vérifie en traçant du même côté d'une 
droite indéfinie AG, deux angles AOB, BOG, qui auront 
en effet le côté commun OB si l'équerre est bonne. 

A l'aide des deux règles OA, OB (fig. 9), qui tournent 
l'une sur l'autre, comme les deux branches d'un compas, 
autour d'un point commun ou centre 0, on peut tracer 
des angles de toute grandeur, aigus ou obtus. Récipro- 
quement, on peut amener les deux règles ou branches 
de cet instrument, nommé fausse équerre, sur les côtés 
d'un angle donné; puis, transportant l'instrument ail- 
leurs, tout en conservant l'ouverture donnée à ses bran- 
ches, faire une copie de l'angle en question. C'est ainsi 
qu'au moyen de la fausse équerre on peut, en un poinl 
pris pour sommet sur une droite devant servir de côté, 
faire un angle égal à un angle donné. 
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tO. Opérations sur les angles. — Sachant ainsi 
former les angles , on pourra les composer et les décom- 
poser, en suivant pas à pas les différentes opérations 
exécutées sur les droites au chapitre III. Dans ce but, 
on choisira pour centre commun des angles un point 0 
( fig . 5 ) sur une droite fixe 0 A , à partir de laquelle on 
doit opérer la rotation des angles. 

S'il s'agit, par exemple, de faire la somme de trois 
angles, on construit le premier en AOB', le second en 
B'OB", le troisième en B 'OB ', et l'angle cherché est 
AOB'". On continuerait ainsi , en tournant toujours dans 
le même sens , dût-on faire une ou plusieurs révolutions 
autour du point 0. 

Pour réduire un polynôme angulaire, on fera la 
somme des angles positifs dans le sens AB' B". . . , et la 
somme des angles négatifs dans le sens contraire 
AB""B"\. . , puis on retranchera la plus petite somme 
de la plus grande , en procédant comme au n° 17. 

Enfin , le rapport des deux angles et leur commune 
mesure s'obtiendraient en suivant la marche tracée au 
n° 91. Et Ton arriverait à conclure qu'il peut exister, 
pour les angles comme pour les droites , des cas d'in- 
commensurabilité. 



CUAP1TRE V. 

DE LA CIRCONFÉRENCE ET DO CERCLE. 

30. Génération de la circonférence. — On a VU 

(n° 93) que les angles sont engendrés par le mouve- 
ment d'une droite indéfinie, tournant autour de l'un de 
ses points. Limitons maintenant cette droite OA {fig. 10), 
pour suivre son mouvement autour de l'extrémité 0, 
supposée fixe. L'autre extrémité A passera par une série 
de positions ou de points, toujours à la même distance de 
0, et y repassera autant de fois qu'elle exécutera de ré- 
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volutions. En d'autres termes, le point mobile À aura 
décrit , une ou plusieurs fois , ce qu'on appelle une cir- 
conférence, courbe plane dont la propriété caractéris- 
tique est d'avoir tous ses points également éloignés du 
point 0 , qu'on nomme le centre. 

La portion du plan bornée par la circonférence se 
nomme le cercle. 

Dans le langage ordinaire, on confond parfois ces 
expressions de cercle et circonférence, parce que cha- 
cune des deux choses emporte l'autre. 

SI. DéAnitiong. — Toute droite, OA, OB, menée du 
centre à la circonférence, est un rayon : Tous les rayons 
son t égaux. 

Deux rayons placés en ligne droite, comme AOA', for- 
ment un diamètre : Tous les diamètres sont égaux et dou- 
bles du rayon. 

Une portion quelconque ACB de la circonférence se 
nomme arc. La droite AB, qui en joint les deux extrémi- 
tés , s'appelle corde; et l'on dit de la corde qu'elle sous- 
tend l'arc , et de l'arc qu'il est sous-tendu par la corde. 

La portion du cercle comprise entre l'arc et sa corde 
est un segment de cercle. 

La portion du cercle comprise entre un arc ACB et 
les rayons OA, OB, menés aux extrémités de cet arc, 
est un secteur de cercle. 

3$. Arc. — Dans la géométrie élémentaire , on se 
borne à considérer les arcs qui ne sont que des portions 
plus ou moins grandes d'une circonférence; mais, dans 
la géométrie supérieure , l'arc est envisagé d'une ma- 
nière plus générale : il peut croître depuis zéro jusqu'à 
l'infini, et se composer ainsi d'un nombre quelconque 
de circonférences, plus une fraction de circonférence. 
On peut aussi le faire croître indéfiniment dans le sens 
opposé; et, dans l'un et l'autre cas, il correspond tou- 
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jours à l'un des angles dont nous avons suivi la généra- 
tion au n° «3, et qui alors sont nommés angles au 
centre, parce que leur sommet commun coïncide avec le 
centre du cercle. 

Cette considération d'arcs et d'angles, qui croissent 
de zéro à l'inûni positif et à l'infini négatif, est une con- 
séquence nécessaire de l'idée que nous nous faisons de 
l'arc et de l'angle , considérés comme de véritables quan- 
tités , susceptibles, par conséquent, de croître et dé- 
croître sans limites. Car, s'il est très-rationnel de cher- 
cher , par exemple , la somme de plusieurs arcs ou an- • 
gles , qui par leur réunion feraient plus qu'une circonfé- 
rence ou quatre angles droits , il serait absurde de rejeter 
de cette somme la circonférence ou quatre angles droits , 
pour ne conserver que le surplus ou la fraction. 

33. Tracé de la circonférence. — Pour décrire 
une circonférence, ou bien un cercle, on se sert d'un 
compas dont l'une des branches, demeurée à pointe 
sèche (n° 15) , se pose au centre du cercle, tandis que 
l'autre branche est armée d'une pointe traçante qui , se 
mouvant autour de la première, dont elle reste éloignée 
d'une quantité égale au rayon donné, décrit la circon- 
férence demandée. U faut appuyer légèrement sur l'une 
et sur l'autre pointe : on évite ainsi de creuser le cen- 
tre, d'élargir le trait, et de changer l'ouverture du 
compas. Le centre restant bien en place , et le rayon 
bien invariable , on pourra, après une première révolu- 
tion , en faire une ou plusieurs autres , sans que la cir- 
conférence s'en trouve altérée. Car, de la définition de 
cette ligne il résulte : 

1°. Que Toutes les circonférences décrites du même centre 
et avec le même rayon doivent se confondre ; 

2°. Que Toutes les circonférences décrites avec le même 
rayon, autour de centres différents, sont égales et super- 
posables. 
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31. Arcs égaux, angles égaux. — Deux arcs pris 

sur deux circonférences égales, sont égaux, lorsqu'on 
peut les faire coïncider en portant Tune des circonfé- 
rences sur l'autre. 

Alors les angles au centre qui correspondent à ces 
arcs, c'est-à-dire les angles dont les sommets sont au 
centre commun des deux cercles, et dont les côtés pas- 
sent par les extrémités des deux arcs, seront égaux entre 
eux. 

Si les deux arcs étaient placés sur la môme circonfé- 
• rence, on imaginerait une seconde circonférence égale 
à la première , et sur laquelle on superposerait l'un des 
arcs donnés : ce qui ramènerait au cas précédent de 
deux arcs placés sur deux circonférences. 

La proposition ainsi établie s'énonce de la manière 
suivante : A des arcs égaux correspondent des angles au 
centre égaux. Et réciproquement , il est de la même évi- 
dence qu'A des angles au centre égaux correspondent des 
arcs égaux. 

35. Angles mesurés par les ares. — Il résulte du 
numéro précédent que, puisqu'une circonférence totale 
correspond à quatre angles droits, une demi-circonfé- 
rence correspond à deux angles droits , un quart de cir- 
conférence à un angle droit, et, en général, une fraction 
quelconque de circonférence à la même fraction de 
quatre angles droits. Comme ce fractionnement peut 
être poussé au delà de toute limite , on en conclut que 
le rapport de deux angles au centre est toujours le 
même que le rapport des deux arcs qui leur correspon- 
dent. Et si le rapport des deux angles ne pouvait s'ex- 
primer en nombre, les deux arcs auraient entre eux la 
même incommensurabilité, celle-ci pouvant d'ailleurs 
être resserrée entre deux rapports infiniment voisins 
l'un de l'autre. 

C'est ce qu'on exprime en disant que Les angles peu- 
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vent être mesurés par les arcs d'une même circonférence, 
décrite entre leurs côtés, et de leurs sommets comme 
centre. 

Nous éclaircirons cette proposition fondamentale, sur- 
tout dans le cas de l'incommensurabilité , par un exem- 
ple donné au n° 37. 

30. Arcs égaux, cordes égales. — Il est évident 

que , si deux arcs égaux, pris sur le même cercle ou sur 
deux cercles de même rayon , viennent à' être mis en 
coïncidence, leurs cordes seront aussi égales comme 
ayant mêmes extrémités. 

Mais pour établir la réciproque , il fcjut faire attention 
qu'à une même corde, telle que AB (fig. 10), corres- 
pondent deux arcs ACB et ADA' B , dont la somme com- 
pose la circonférence entière. Ainsi, dans le même cercle 
ou dans deux cercles égaux , A deux cordes égales corres- 
pondent deux paires d'arcs égaux chacun à chacun. 

Puisqu'une corde sous-tend à la fois deux arcs , elle 
partage aussi le cercle en deux segments et correspond 
à deux secteurs. Mais, à moins d'énoncer le contraire, 
on considère toujours le plus petit des deux arcs, ou 
segments , ou secteurs , comme étant celui qui corres- 
pond à une corde donnée. 

* 37. Division de la circonférence. — II est clair que 
tout ce qui vient d'être dit sur la corrélation des arcs et 
des angles , ne dépend pas de la droite mobile qui a en- 
gendré la circonférence, la longueur de cette droite 
ayant été prise d'une manière arbitraire. Au reste, cha- 
cun des points de la droite en question , prolongée indé- 
finiment, décrit une circonférence ; et toutes ces circon- 
férences concentriques, c'est-à-dire tracées autour du 
même centre, se forment simultanément, les mêmes 
fractions de chacune étant atteintes en même temps par 
la droite génératrice. 
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Si donc on divise une des circonférences en un certain 
nombre de parties égales , les rayons menés par chaque 
point de division , et prolongés s'il en est besoin, parta- 
geront toutes les autres circonférences en un môme 
nombre de parties égales. 

Supposant donc une circonférence divisée en 360 par- 
ties égales ou degrés, chaque degré en 60 parties égales 
ou minutes , chaque minute en 60 parties égales ou se- 
condes, puis l chaque seconde en 60 tierces, ou mieux en 
dixièmes , centièmes , millièmes , etc. , toutes les autres 
circonférences se trouveront par là même divisées sui- 
vant cette méthode, dite sexagésimale, pour la distin- 
guer de la méthode centésimale récemment proposée 
(laquelle consiste à diviser la circonférence en 400 gra- 
des, le grade en 100 minutes, et la minute en 100 se- 
tondes). 

Dans tout le cours de cet ouvrage , nous suivrons la 
division du cercle en 360 degrés , qui est encore généra- 
lement adoptée. À ce compte, un angle droit vaut 90 de- 
grés; et deux angles adjacents, équivalents à deux 
droits, représentent 180 degrés. 

Les degrés , minutes et secondes d'arc correspondent 
évidemment aux degrés, minutes et secondes d'angle; 
et l'on dira indifféremment un arc de 15 degrés pour un 
angle de 15 degrés, et un angle de 45 degrés pour un arp 
de 45 degrés. 

Le degré s'indique par un petit °, la minute par un 
petit trait vertical ', la seconde par deux petits traits ver- 
ticaux ", ces trois signes étant placés en forme d'expo- 
sants. Ainsi, 25° 18' 34", 7 est l'expression d'un angle ou 
d'un arc de 25 degrés 18 minutes 34 secondes et 7 
dixièmes de seconde. 

Toutes les opérations à faire sur les arcs et les angles, 
ainsi exprimés en degrés, minutes et secondes, sont 
alors du genre de celles qu'on exécute en arithmétique 
sur les nombres complexes. Nous nous bornerons ici à 

i 
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dclaircir, par un exemple , la proportionnalité des arcs 
aux angles , établie au n° 35. 

Si les deux angles à comparer interceptent sur la cir- 
conférence décrite de leur sommet des arcs de 7° 19' 
pour l'un et de 12° 36' pour l'autre, on réduira ces deux 
nombres complexes en minutes, d'où 439 et 756 mi- 
nutes pour les deux arcs en question ; c'est-à-dire que 
le premier contiendra 439 et le second 756 petits arcs 
d'une minute. Alors , si par chaque poiM de division 
on imagine mené un rayon du cercle , on aura partagé 
le premier angle en 439 et le second en 756 parties égales 
entre elles , puisqu'elles correspondent à des arcs égaux 
(n° 34). Ainsi, les angles seront, comme les arcs, dans 
le rapport de 439 à 756. 

Mais si , abandonnant les procédés graphiques , qui ne 
sont pas susceptibles d'une grande précision, on trou- 
vait , par le raisonnement aidé du calcul , que les deux 
arcs n'ont aucune mesure commune, on chercherait 
néanmoins, et toujours à l'aide du calcul, combien cha- 
cun de ces arcs contient de degrés , minutes , secondes 
et fractions décimales. Si les fractions sont poussées jus- 
qu'aux millièmes de seconde , les nombres qui exprime- 
ront le rapport des arcs ou des aftgles seront connus à 
un millième de seconde près; à un millionième de se- 
conde près, si l'on calcule les arcs jusqu'à cette fraction 
très-petite de la seconde; et ainsi de suite indéfiniment, 
le rapport des angles étant toujours exprimé par les 
mêmes nombres que le rapport des arcs. Cette égalité 
des deux rapports subsistera donc aussi loin qu'on vou- 
dra pousser l'approximation : elle subsistera encore à ta 
limite de toutes les approximations, alors que les arcs et 
les angles arriveront ensemble à l'incommensurabilité. 

i 

3ft. Copie d'un angle. — Ce qui précède nous met 
en état de construire les angles, au lieu de les relever 
par le moyen de la fausse équerre (n° Ainsi, étant 
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donné l'angle 0 (fig. 11 ), on saura mener par un point 0' 
de la droite 0' A', une autre droite 0' B' qui fasse avec la 
première un angle égal à l'angle donné. 

En effet , du point 0 comme centre , et d'un rayon ar- 
bitraire OA, décrivons entre les côtés de l'angle 0 un 
arc AB, et menons la corde AB. Puis, du point 0' comme 
centre et du même rayon, décrivons un arc indéfini qui 
coupe O'A' en A'. Enfin, prenons la corde AB pour 
rayon d'un petit arc qui , décrit du point A' comme cen- 
tre , vienne fbuper le précédent en B' : la droite O' B' 
étant tirée, A' 0' B' sera l'angle demandé. 

Car les cordes AB et A'B' ayant été faites égales, les 
arcs sous-tendus sont égaux , et par suite les angles au 
centre 0 etO'. On peut se dispenser de mener les cordes, 
mais non d'indiquer la direction de l'angle 0', suscep- 
tible de prendre les quatre positions indiquées dans la 
figure. 

Il est aisé de voir que l'angle B' 0' A" est le supplément 
de l'angle proposé; et que, si l'on forme l'angle droit 
A'O'C, l'angle B'O'C sera tout à la fois le complé- 
ment additif de A' (V B' et le complément soustractif de 
A"0'B'. 

30. Du Rapporteur. — C'est le nom que l'on donne 
à l'instrument représenté par la fig. 12, qui sert à rele- 
ver les angles , tout en faisant connaître leurs valeurs en 
degrés. Il consiste en un demi-cercle, évidé s'il est mé- 
tallique, et plein s'il est en corne transparente. Son bord 
ou limbe est divisé en 180 degrés, quelquefois avec les 
demi-degrés et même les quarts de degré quand le dia- 
mètre est assez grand. Pour mesurer l'angle AOB , par 
exemple, on place le centre du rapporteur au sommet O, 
et en même temps l'origine a des divisions sur le côté OA : 
alors on voit en quel point b de cette division passe 
l'autre côté OB. L'angle relevé est donc a06, exprimé en 
degrés et fraction approximative du degré. 
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Les faibles dimensions que l'on donne à cet instru- 
ment, l'incertitude qui règne tant sur la véritable posi- 
tion de son centre que sur la fraction de degré que Ton 
prend à vue , enfin la nécessité de prolonger les doux 
droites jusqu'au sommet de l'angle qu'elles formeni, 
sommet qui tombe parfois en dehors des limites du 
plan, sont autant d'inconvénients que ne présente pas la 
fausse équerre, qui doit donc être préférée quand il ne 
s'agit que de relever les angles pour les tracer ailleurs. 



CHAPITRE VI. 

DES LIGNES BRISÉES. 

40. Lignes brisées. — On nomme en général lignes 
toisées, toutes celles qui sont formées de portions de 
lignes droites , mises bout à bout et en directions va- 
riées ; et l'on réserve la dénomination de lignes polygo- 
nales aux lignes de ce genre qui rentrent sur elles- 
mêmes , ou qui n'ont pas de bouts. 

Ainsi OABC. . . U (fig. 1 bis) est une ligne brisée r 
dont les bouts ou extrémités sont les deux points 0 et U. 
On ne s'occupera ici que de ces lignes , renvoyant ainsi 
les lignes polygonales à un autre chapitre (Chap. x). 

Brisée ou polygonale , la ligne sera toujours ici suppo- 
sée plane, ses côtés (ou portions de lignes droites) étant 
tous couchés sur un seul et même plan ; et nous dirons 
ligne brisée en deux, en trois, etc., pour les expres- 
sions abrégées de ligne brisée à deux côtés, à trois 
côtés , etc. 

Il est bien entendu qu'une ligne brisée ne peut se 
couper elle-même, puisqu'il en résulterait une ou plu- 
sieurs lignes polygonales, circonscrivant des portions du 
plan. 

Cela dit, il est évident qu'une ligne brisée a autant 
(Vangles que de côtés moins un. Ces angles seront dits 

2 
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saillants ou rentrants , selon qu'ils s'ouvriront d'un côte 
ou de l'autre de la ligne brisée , considérée dans son 
ensemble. Si , par exemple , les angles A et C {fig.l bis) 
sont saillants, comme ayant leur ouverture tournée vers 
le bas , l'angle B sera rentrant , comme ayant l'ouverture 
tournée vers le haut; ou bien , vice versa. 

Si les angles d'une ligne brisée sont tous saillants ou 
tous rentrants , cette ligne sera dite convexe. Elle sera 
dite concave j si elle présente tout à la fois des angles 
saillants et de^ angles rentrants. 

On reconnaît la convexité d'une ligne brisée, lorsque, 
prolongeant de part et d'autre l'un quelconque de ses 
côtés intermédiaires , les deux côtés voisins se trou- 
vent il la fois en dessus ou en dessous du côté ainsi pro- 
longé. 

La longueur d'une ligne brisée est cette ligne rectifiée, 
comme il est dit au n° Itl. La distance de ses deux ex- 
trémités est la droite menée de l'une à l'autre ; elle 
transforme la ligne brisée en une ou plusieurs lignes 
polygonales. 

41. Origine cl utilité des lignes brisées. — Si, 

après avoir fractionné une circonférence de cercle en 
un nombre arbitraire de parties, égales ou inégales, on 
joint deux à deux et de proche en proche tous les points 
de division par des lignes droites , on aura ainsi formé 
une ligne brisée (ici polygonale), dont les côtés seront 
les cordes des parties ou arcs de la circonférence. 

Ainsi pour toute autre ligne courbe ; si, après l'avoir 
divisée en portions ou arcs , on mène les cordes de ces 
arcs, on aura une ligne brisée, ayant mêmes extrémités 
que la ligne combe. 

Il est facile de voir qu'en traçant ainsi des lignes bri- 
sées dans une courbe donnée , on approchera d'autant 
plus de cette courbe qu'orf y aura pris plus de points 
pour le tracé de la ligne brisée. C'est ainsi que les lignes 
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brisées nous conduisent à la connaissance des lignes 
courbes, qui sont comme les limites des premières. 

49. Ligne brisée plus longue que la distance «le 

ses extrémités. — De la définition de la ligne droite 
(n° 7) il résulte que Toute ligne brisée, convexe ou con- 
cave, est plus longue que la droite qui enjoint les extré- 
mités. 

Si, par exemple, la ligne est brisée en deux, comme 
ACB (fig. 13), 

on aura AG + BG > AB ; 

ce qui signifie aussi que, dans tout triangle ABC, la 
somme de deux côtés quelconques est plus grande que 
le troisième. 

4îf. SLîgnes enveloppasses et enveloppées. — 

Soient d'abord les lignes ACB, ADB (fig. U)\ brisées 
dans le même sens en deux, et ayant mêmes extré- 
mités A etB; la première, qui enveloppe la seconde, 
est la plus longue. 

En effet , si Ton prolonge AD jusqu'à sa rencontre en 
E avecBC, on aura (n° 49) le contour ACB plus grand 
que le contour AEB, qui lui-même est plus grand que 
le contour ADB : donc le premier ACB est plus grand 
que le troisième ADB. 

On démontrerait ainsi, de proche en proche, que, De 
deux lignes brisées et convexes, AGDEFB, AGHB ( fig. 15), 
qui ont mêmes extrémités, A et B , la première, qui enve- 
loppe la seconde , est la plus longue. 

Car il suffit de prolonger, dans le même sens, les 
côtés de la ligne enveloppée jusqu'à leur rencontre avec 
la ligne enveloppante : on aura ainsi 

contour ACDEFB > contour AIEPB , 
contour AIEFB > contour AGKFB , 
contour AGKFB > contour AGHB , 
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et par conséquent le premier contour plus grand que le 
dernier. 

44. Lignes brisées en deux. — Si deux lignes brisées 
en deux ont leurs côtés égaux chacun à chacun , celle qui 
a le plus grand angle aura ses extrémités le plus écar- 
tées. 

Soit A > A' (fig. 16), ces deux angles étant compris 
entre des côtés égaux , AB = A' B' et AG = A' G' : on 
aura BG > BC Pour le prouver, portons le triangle 
A' B' G' sur ABC , en plaçant A' B' sur son égal AB. Alors 
il pourra se présenter trois cas , savoir : 

1°. Le point C' tombe sur BC {fig. 17) , et dans ce cas 
BC est évidemment plus grand que BG' ; 

T. Le point G' tombe dans le triangle ABC {fig. 18), 
et alors le contour BCA étant plus grand que BG' A 
(n° 4*), si Ton retranche les côtés égaux AG et AC, 
il restera BC plus grand que BG' ; 

3°. Enfin le point C' tombe hors du triangle ABC 
{fig. 19) , et de telle manière que AC' coupe BC quelque 
part en D. Alors les deux contours BDC' et ADC , ou 
BG + AC, étant plus grands que BG' + AG (n° 4S), 
si Ton retranche les côtés égaux AG et AG', il restera 
BC plus grand que BC. 

De là il résulte que les distances BC et B'C [fig. 16) 
ne peuvent être égales, à moins que les angles A et A' ne 
soient égaux. 

45. Construction des lignes brisées. — Pour con- 
struire une ligne brisée, il faut connaître tous ses côtés 
avec leurs angles compris ; ou mieux , afin d'éviter toute 
équivoque, il faut connaître lès côtés en grandeur et en 
direction. Ainsi, partant de la première extrémité A 
( fig. 20 ) , on portera le premier côté *AC dans la direc- 
tion qu'il doit prendre; puis, à partir de C, le second 
côté CD, pris en direction et en grandeur; et ainsi de 
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suite, jusqu'au dernier côté FB, qui fera connaître la 
seconde extrémité B de la ligne brisée. 

On peut aussi donner, en direction et en grandeur, 
les droites qui , partant de l'extrémité A , vont à l'autre 
extrémité B et aux sommets C, D , E, F de tous les angles. 
Car , après avoir construit, sur la droite AB et autour du 
point A , les angles BAC , BAD , BAE , B AF , on portera les 
longueurs AG , AD , AE , AF, AB qui déterminent les points 
C , D , E , F, B par lesquels doit passer la ligne brisée. 



CHAPITRE VIL 

DES PERPENDICULAIRES ET DES OBLIQUES. 

■ 

4&. Perpendiculaires et obliques. — Lorsque deux 

droites qui s'entrecoupent, forment quatre angles égaux 
ou droits (n°£5), elles sont dites perpendiculaires 
entre elles ; ou bien , chacune de ces droites est consi- 
dérée comme perpendiculaire à l'autre, et le pied de la 
perpendiculaire est le point où elle rencontre l'autre 
droite. 

Mais si les deux droites qui s'entrecoupent font des 
angles inégaux, elles sont dites obliques entre elles; ou 
bien chacune est dite oblique sur l'autre. Le plus petit 
des angles qu'elles forment se nomme leur inclinaison 
mutuelle : c'est donc un angle aigu , qui devient un angle 
droit dans le cas particulier où les deux lignes sont per- 
pendiculaires entre elles. 

Si, par le pied 0 (fig. 21 ) de la perpendiculaire OC 
sur AB, on mène une troisième droite OD clans une di- 
rection quelconque, elle sera tout à la fois oblique sur 
AB et sur OC, les deux inclinaisons AOD, COD étant 
complémentaires l'une de l'autre. 

'17. Perpendiculaire élevée sur une droite. — 

D'un point 0 {fig. 21) pris sur une droite AB, on ne 
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peut élever à cette droite qu'une seule perpendicu- 
laire OC. 

Car il n'y a qu'une manière de rendre égaux ou droits 
les angles adjacents AOG, BOC, formés au point 0 et 
du même côté de la droite AB. 

48. Obliques élevées sur une droite» — D'un 

point 0 (fig. 21) pris sur une droite AB, on peut élever 
sur cette droite deux obliques OD, OE , ayant une même 
inclinaison donnée. 

Faisons l'angle AOD égal à cette inclinaison, et 
plions le plan par le point 0 et de telle manière que 
OA tombe sur OB : le pli indiquera la perpendiculaire 
OC ; et l'angle AOD Rappliquant en BOE , il est clair 
que OE sera la seconde oblique , inclinée à droite ou 
sur OB, de la même manière que la première oblique 
OD l'est à gauche ou sur OA. 

On peut considérer les obliques OD et OE comme 
étant d'abord couchées respectivement sur OA et OB. A 
mesure qu'elles s'éloignent de ces positions initiales, 
où l'inclinaison est nulle , celle-ci va sans cesse en aug- 
mentant, jusqu'à ce que les obliques se rencontrent à la 
perpendiculaire OC, où l'inclinaison est au maximum. 

Les prolongements OC, OD', OE' de la perpendicu- 
laire et des obliques forment au-dessous de AB le même 
système qu'au-dessus. 

<f O. Perpendiculaire abaissée sur une droite. — 

D'un point 0 ( fig. 22) pris hors d'une droite AB, on ne 
peut abaisser sur cette droite qu'une seule perpendicu- 
laire OC. 

Plions le plan suivant AB, et le point 0 viendra se ra- 
battre quelque part en O'. Un second pli passant par 0' et 
de manière à rabattre l'une des portions de AB sur l'autre , 
déterminera la perpendiculaire OCO' , par l'égalité des 
quatre angles ainsi formés autour du pointe , entre-croi- 
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sèment des deux plis , qui ne peuvent se faire que d'une 
seule manière (n° M). 

oO. Obliqves abaissées sur une droite. — 1°. D'un 
point 0 {fig. 22) pris hors d'une droite AB, on peut 
abaisser sur cette droite deux obliques OD, OE, ayant la 
même inclinaison. 

Du point 0 soient abaissées sur AB la perpendiculaire 
OC, et une oblique OD formant avec cette perpendicu- 
laire un angle donné COD. Si Ton plie le plan suivant 
OC, les points de CA tomberont sur ceu\ de CB, et D 
tombera en E , de telle sorte qu'on a CE = CD. Me- 
nons OE; les obliques OD, OE, qui coïncident, auront 
la même inclinaison tant sur AB que sur sa perpendicu- 
laire OC. De plus , ces obliques seront égales entre elles 
et s'écarteront également du pied de la perpendiculaire. 

2°. Deux obliques OD , OE qui, partant du même point 
0 de la perpcndiculuire OC sur AB, s'écartent égale- 
ment du pied de cette perpendiculaire , sont égales entre 
elles et également inclinées. 

Car de ce que CD = CE par supposition , si Ton plie 
le plan suivant OC , les obliques coïncideront comme 
auparavant. 

Mais si l'oblique 0¥ s'écartait du point C plus que les 
obliques OD, OE, elle serait plus longue que chacune de ces 
dernières, et autrement inclinée. Car, le plan étant plié sui- 
vant AB et le point 0 tombant en O', on aura CO'=CO, 
EO' = EO, FO'=FO; et comme la ligne brisée OFO' en- 
veloppe OEO', la première sera plus grande que la se- 
conde ( n° 43) , et la moitié cte Tune ou OF plus grande 
que la moitié de l'autre ou OE. En outre , l'angle COF 
étant plus ouvert que COE, les obliques OE, OF sont 
diversement inclinées , tant sur A B que sur sa perpen- 
diculaire CE. 

3°. Deux obliques égales OD, OE, qui partent d'un 
même point 0 de la perpendiculaire OC sur AB, s'écar- 
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tent également du pied de cette perpendiculaire, et ont la 
même inclinaison. 

Car, si leur écartement était différent , leurs longueurs 
seraient inégales, ainsi qu'il vient d'être démontré. Et si 
leur inclinaison différait, leur écartement et par suite 
leurs longueurs différeraient aussi. 

51. Conséquences. — Avec la condition de partir 
d'un même point 0 (fig. 22) de la perpendiculaire OC 
sur AB , deux obliques OD , OE auront ainsi tout à la 
fois même longueur, même écartement , même inclinai- 
son; et ces trois circonstances sont tellement liées entre 
elles, qu'une seule entraîne nécessairement les deux 
autres. On tire de U\ les conséquences suivantes : 

1°. La perpendiculaire OC est plus courte que toute 
oblique OE, OF, etc.; elle peut donc servir à mesurer 
la distance du point 0 à la droite AB. 

2°. D'un même point 0 on ne peut mener à une même 
droite AB trois droites égales; mais seulement deux en 
général, et une seule dans le cas particulier où la droite 
à mener serait égale de longueur à la perpendiculaire. 

3°. La perpendiculaire CO (/îff.23 ) élevée sur le milieu 
d'une droite AB a chacun de ses points 0 , 0', 0", etc. , éga- 
lement distant des extrémités ketBde cette droite. Et tout 
point, tel que G, situé en dehors de cette perpendiculaire, 
sera inégalement éloigné de A et de B, puisque BG est 
moindreque BO + OG ou AO + OG ou AG. 

U°. Les obliques sur AB (fig. 22) étant aussi obliques 
sur la perpendiculaire OC , tout ce qui vient d'être dit 
se conclurait égalemen t si l'on faisait partir les obliques 
d'un même point de AB considérée comme la perpendi- 
culaire à OC. Pour une même oblique OD , ses distances 
CD , CO au pied commun des deux perpendiculaires se 
nomment ses projections respectives sur AB et sur OC. 
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Perpendiculaire menée à une droite. — Les 

obliques égales peuvent servir à mener, par un point 
donné , une perpendiculaire à une droite donnée. 

1°. Si le point donné C (fig. 24) est sur la droite AB, 
on prendra de part et d'autre de ce point et sur cette 
droite deux distances égales CA et CB. Des points A et B 
comme centres , et d'un rayon plus grand que AG ou 
BC, on décrira deux arcs qui s'entrecoupent en D ou en 
E; et DGE sera la perpendiculaire demandée. 

2°. Si le point C (fig. 25) est hors de la droite AB, de 
ce point comme centre et d'un rayon plus grand que la 
perpendiculaire, on décrit un arc qui coupe AB en deux 
points A et B suffisamment éloignés l'un de l'autre. De ces 
points comme centres , et d'un rayon plus «grand que la 
moitié de AB , on décrit deux arcs qui s'entrecoupent en 
D ou en E ; et CDE sera la perpendiculaire cherchée. 



CHAPITRE VIII. 

DU TRIANGLE. 

53. Triangle en général. — On a VU (n° 13) que 

trois points, non en ligne droite , fixent la position d'un 
plan, et que, si l'on joint ces points par trois droites, la 
portion du plan comprise entre ces droites se nomme 
triangle. Ainsi la fig. 13 est un triangle que l'on désigne 
par les lettres ABC des trois points en question. 

Cette figure est ainsi nommée parce qu'elle offre trois 
angles dont ces trois points sont les sommets. Elle pré- 
sente aussi trois côtés, qui lient ces sommets deux à 
deux. Ces côtés, considérés comme appartenant au 
triangle, dont ils forment le contour ou périmètre, se 
trouvent déterminés de longueur; mais, envisagés deux 
à deux comme les côtés des angles , ils sont suscep- 
tibles d'être prolongés indéfiniment. 

Un de ces angles , tel que A , est dit opposé au côté BC , 

2. 
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et réciproquement le côté BC est dit opposé à l'angle A. 
L'angle A est compris entre les deux côtés AB, AC; et 
le côté AB, par exemple, est adjacent aux deux angles 
A et B. 

< 

51. Relation entre les eôtés d'un triangle* — 

Dans tout triangle , un côté quelconque est plus petit 
que la somme des deux autres, ce qu'on a déjà expliqué 
au n° 4%. Donc le triangle serait impossible si l'un de 
ses côtés proposés était ou égal ou supérieur à la somme 
des deux autres. I 
Cette condition peut s'énoncer d'une autre manière ; j 
car soit AB {fig. 13) le plus grand des trois côtés, on 

aura AC + BC > AB, 

inégalité qui devient, en retranchant de part et d'autre 
et successivement AC et BC , 

BC > AB — AC, 
AC>AB — BC: 

ce qui signifie que Chacun des petits côtés d'un triangle 
surpasse néanmoins V excès du plus grand sur le troisième. 

55. Somme des angles d'un triangle. — On a VU 

( n° ) qu'un angle est engendré par le mouvement 
d'une droite indéfinie, tournant autour de l'un de ses 
points , que nous avons supposé fixe ; mais rien n'empê- 
che que ce point change de place , pourvu que ce chan- 
gement n'en apporte aucun dans la direction de la droite 
génératrice. 

Soit donc 0\(fig. 26) cette droite dans sa position ini- 
tiale, et 0 le point autour duquel elle se meut pour at- 
teindre la direction OB, après avoir décrit l'angle AOB. 

A ce moment, le point 0 est transporté en 0' sur le 
prolongement de OB, sans modifier en rien la direction 
actuelle de la droite génératrice OB ou 0' B, qui, conti- 
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nuant à se mouvoir dans le même sens , finira par at- 
teindre la direction 0' C , après avoir décrit l'angle BO' CL 

Alors le point 0- peut être transporté où Ton voudra 
sur 0' C , en 0" par exemple , sur le prolongement de 
OA, sans altérer la direction actuelle de la droite géné- 
ratrice 0' C ou 0" G , qui , continuant à tourner dans le 
même sens, décrira l'angle CO"D et atteindra la direc- 
tion O" D , diamétralement opposée à la direction initiale 
0 A , après avoir complété une demi-révolution ou deux 
angles droits ( n° $41 ). 

Donc les trois angles AOB, BO'C, CO"D valent en- 
semble deux angles droits ; mais le second de ces angles 
est l'angle 0' du triangle 00' 0", et de plus le premier et 
le dernier sont opposés par le sommet aux angles 0 et 
0" du même triangle. Donc Les trois angles du triangle 
(qui est d'ailleurs quelconque) valent ensemble deux 
angles droits. 

56. Conséquences et divers cas de triangles. — 

Puisque les trois angles d'un triangle valent toujours 
deux angles droits , on a les conséquences suivantes : 

1°. Si l'on connaît deux des angles d'un triangle , on 
aura facilement le troisième , qui est le supplément de 
la somme des deux autres. 

2°. Un triangle ne peut avoir qu'un angle droit , auquel 
cas on le nomme triangle rectangle. Le côté opposé à 
cet angle droit, et qu'on nomme Y hypoténuse, étant 
oblique aux deux côtés de l'angle droit , est nécessaire- 
ment le plus long (n° 51 ). Quant aux deux angles ai- 
gus du triangle , ils valent ensemble un angle droit , et 
sont ainsi complémentaires. 

Du n° 49 on pouvait déjà conclure qu'un triangle 
n'est pas susceptible d'avoir deux angles droits ; car 
on arriverait à cette conséquence impossible de deux 
perpendiculaires abaissées du sommet du troisième angle 
sur le côté opposé. 
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3°. A plus forte raison , un triangle ne peut-il avoir 
qu'un angle obtus : et alors il s'appelle triangle obtusan- 
gle. Ses deux angles aigus valent ensemble moins qu'un 
angle droit, et leur somme peut varier indéfiniment, 
entre cette limite et zéro. 

U°. Un triangle peut avoir ses trois angles aigus : c'est 
alors un triangle acutangle. Dans le cas particulier où 
ces angles sont égaux entre eux , chacun vaut les deux 
tiers de deux angles droits , ou 60 degrés ; et alors le 
triangle est dit équiangle. 

5°. Considéré sous le rapport de ses côtés , un triangle 
est dit scalène si les trois côtés en sont inégaux ; isocèle, 
s'il a deux côtés égaux; équilatéral, s'il a ses trois côtés 
égaux. 

6°. Enfin , si Ton considère tout à la fois les angles et 
tes côtés, un triangle scalène ou isocèle peut être indif- 
féremment rectangle, obtusangle ou acutangle ; mais un 
v triangle équilatéral est nécessairement acutangle et de 
plus équiangle , conséquence qui découle du n° 414 et 
qu'on examinera ci-après ( n° OI ). 

7°. Ces divers triangles se sont déjà présentés au 
n 0 5O, où nous avons traité des obliques. Ainsi OCD 
( f\g. 22 ) est un triangle rectangle , formé par une oblique 
et ses deux projections ; OEF est un triangle obtusan- 
gle, formé par deux obliques inégales et la différence de 
leurs projections sur AB; ODF est un triangle qui peut 
être acutangle, formé par deux obliques inégales et la 
somme de leurs projections sur AB. D'autre part , ODF 
est en général un triangle scalène; ODE, un triangle 
isocèle, qui devient équilatéral et équiangle au cas où 
la distance DE se trouve égale à l'une des obliques OD , 
OE. 

57. Un cdté et deux angles donnés. — Il y a ici 

deux cas à considérer : 
1°. Étant donnés un côté AB (fig. 27) et les deux an- 
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gles adjacents A et B, on ne peut former qu'un triangle 
ABC. 

Car ayant construit les angles donnés , aux extrémités 
A et B du côté donné , les deux autres côtés AC , BC , 
ainsi connus de direction , ne pourront se rencontrer 
qu'en un seul point (n° 8). 

Donc Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un côté 
égal , adjacent êàtdeux angles égaux chacun à chacun. 

2°. Étant donnés un côté et deux angles, l'un adja- 
cent et l'autre opposé , on commencerait par chercher 
le troisième angle (n° 5«>) , et la question serait ramenée 
au premier cas. 

Dans le cas du triangle rectangle , dont on aurait l'hy- 
poténuse AB (fig. 28) et l'angle aigu A (l'angle droit C 
étant d'ailleurs connu ) , on pourrait construire le trian- 
gle en abaissant, du point B, la perpendiculaire BC sur 
AC. 

Dans tous les cas, le triangle serait impossible si la 
somme des deux angles donnés égalait ou surpassait deux 
droits. 

58. lieux côté* et un angle donnés. — Il y a en- 
core ici deux cas à considérer : 

1°. Étant donnés deux côtés AB, AC (fig. 28) et l'an- 
gle compris A, on ne peut former qu'un triangle ABC. 

En effet, les côtés de l'angle donné étant pris de lon- 
gueur respectivement égales aux deux côtés donnés , il 
n'y a plus qu'à joindre les extrémités B et C de ceux-ci , 
par la droite BC , ce qui ne peut se faire que d'une seule 
manière ; et le triangle est toujours possible. 

Donc Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un angle 
égal, compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

2°. Étant donnés deux côtés et un angle aigu opposé 
à l'un d'eux, il y a en général deux triangles possibles. 

Car soient AB et BC {fig. 29) ces deux côtés et l'an- 
gle aigu BAG opposé au second : la question revient à 
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mener, du point B, l'oblique BC sur la droite indéfinie 
AG; et alors on a deux obliques égales BG et BD 
(n° 50); et, partant, deux triangles ABC, ABD, qui 
répondent à la question. 

Mais si le côté opposé à l'angle BAG était égal à AB, 
comme BE, ou plus grand, comme BF, il n'y aurait plus 
qu'un triangle possible , ABE ou ABP. 

Il n'y aurait, non plus, qu'un triangle ABO, si le 
côté opposé à l'angle donné se trouvait égal à la per- 
pendiculaire BO sur AG. Et, comme alors le triangle 
ABO est rectangle en 0 et a pour hypoténuse AB, on 
en conclut que Deux triangles rectangles sont égaux, 
lorsqu'ils ont l'hypoténuse égale, ainsi qu'un des côtés 
de l'angle droit. 

Enfin, le triangle demandé serait impossible si le côté 
opposé à l'angle ABG était plus petit que la perpendicu- 
laire BO. 

Jusqu'ici nous avons supposé que l'angle ABG était 
aigu. S'il était droit ou obtus , il n'y aurait qu'un triangle 
possible , ou pas de solution : ce qu'il est aisé de voir. 

50. Trois côtés donnés. — Étant donnés les trois 
côtés , on ne peut former qu'un triangle. 

En effet , des extrémités A et B du premier côté AB 
( fig. 30 ) comme centres , et avec des rayons respective- 
ment égaux aux deux autres côtés AC, BC, décrivons 
des arcs de cercle , qui s'entrecoupent en G et D , et ti- 
rons AC, BG, AD, BD : d'où les triangles ABG et ABD, qui 
ne sont possibles qu'avec la condition énoncée au n° 54» 

Ces triangles ne peuvent différer entre eux; car si 
les angles C et D, par exemple , étaient inégaux, comme 
ils sont compris entre deux côtés respectivement égaux, 
il s'ensuivrait (n° 44 ) que le côté opposé ne serait pas 
le môme , tandis que c'est AB pour l'un et l'autre trian- 
gle. Donc les angles C et D sont égaux, et l'on retombe 
ainsi sur le premier cas du n° 58. 
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Donc Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun. 

GO. Remarques. — On peut faire sur les trois nu- 
méros précédents, des remarques utiles : 

1°. Un triangle est déterminé par trois des six élé- 
ments qui le constituent, pourvu qu'au nombre des don- 
nées il se trouve au moins un côté. De même , l'égalité 
de deux triangles résulte de l'égalité , chacun à chacun , 
de ces trois éléments constitutifs. 

2° Si l'on ne donnait que les angles, on pourrait, aux 
extrémités d'une droite quelconque , prise pour côté du 
triangle , placer deux de ces angles comme au n° Slïï , et 
le triangle qui en résulterait pourrait avoir toutes les 
dimensions imaginables ; sa forme seule serait invaria- 
ble , comme on le verra plus loin. 

3°, Parmi les divers cas de détermination d'un trian- 
gle, ou d'égalité de deux triangles , on en distingue trois 
qui n'offrent aucune ambiguïté, et que l'on ne doit ja- 
mais perdre de vue ; il faut un côté et deux angles adja- 
cents, ou deux côtés' et V angle compris, ou trois côtés ; 
et, parmi ces trois cas, le second seul est toujours pos- 
sible en fait de construction. 

4°. Dans tous les cas d'égalité de deux triangles, les 
angles égaux sont opposés à des côtés égaux, et récipro- 
quement. C'est ainsi qu'il faut s'habituer à reconnaître 
les éléments qui se correspondent dans deux triangles 
égaux. 

On peut dire aussi que les angles égaux sont compris 
entre des côtés égaux chacun à chacun, et que les côtés 
égaux sont adjacents à des angles égaux chacun à chacun. 

5°. Lorsqu'il s'agit de construire un triangle , on com- 
mence par tracer un de ses côtés , en grandeur et en di- 
rection : soit AB (fig. 30) ce premier côté, que nous 
appelons la base du triangle. Son extrémité A peut 
être à la gauche ou à la droite , auxquels cas B se trouve 
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à droite ou à gauche : on a donc les deux bases AB et 
A' B', que l'on imaginera en coïncidence, mais que nous 
dédoublons pour plus de netteté. Ensuite, le triangle se 
construit sur Tune et l'autre base, soit en dessus, soit 
en dessous, de sorte qu'on obtient quatre solutions. 
Mais on voit qu'en pliant le plan suivant la ligne des 
bases, le triangle ABD coïncidera avec ABC , et A' B' D' 
avec A' B' G ; et les deux triangles restants ABC , A' B' G \ 
coïncideront si Ton retourne le second et sa base A' B' i 
bout pour bout. Il n'y a donc, en définitive , qu'un seul 
triangle dans quatre positions différentes. 

6°. On nomme triangles symétriques, deux triangles 
dont les éléments, égaux chacun à chacun, sont assem- j 
blés dans un ordre différent, et qui, par suite , ne peu- 
vent coïncider qu'en retournant la face de l'un pour l'ap- 
pliquer sur l'autre. Ainsi ABC et. ABD sont symétriques, 
de même que A' B' G et A' B' D\ ABC et A' B' C, ABD et 
A' B' D' ; mais ABC et A' B' D' d'une part , et d'autre part 
A P/C et ABD, sont égaux et non symétriques, puis- 
qu'on peut les faire coïncider deux à deux sans retour- 
ner aucune face. 

On peut encore considérer deux triangles symétriques 
comme n'étant qu'un seul et même triangle placé dans 
un plan , successivement sur Y endroit et sur Y envers. 
Ainsi en retournant un triangle sens dessus dessous, on 
a un second triangle symétrique du premier. Deux trian- 
gles symétriques, en un mot, ne diffèrent que par la 
face sur laquelle ils sont posés. 

La même remarque s'appliquant à toutes les figures 
planes, on se dispensera de la reproduire par la suite; et 
l'on considérera toujours comme égales, deux figures qui 
peuvent se superposer, avec ou sans le retournement 
de l'une d'elles. 

Ol. Triangle isocèle — Nous avons déjà remarqué 
(n M 5«) que tout triangle isocèle ABC (fig. 31) peut 
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être considéré comme formé par deux obliques égales 
AC, BC, et la somme de leurs projections AD, BD, sur 
le troisième côté AB. Il résulte de là, et sans nouvelle 
démonstration : 

1°. Que la perpendiculaire CI) abaissée du sommet C 
sur AB, tombe au milieu 1) de ce côté; 

2°. Que cette perpendiculaire partage le triangle ABC 
en deux triangles rectangles AC1), BCD, égaux entre 
eux; de telle sorte que les angles A et B, opposés aux 
côtés égaux BC , AC , sont égaux , et que l'angle ACB 
est divisé en deux également ; 

3°. Que, dans le cas où le triangle ABC aurait ses 
trois côtés égaux, ses trois angles seraient aussi égaux; 
en sorte que le triangle serait tout à la fois équilatéral et 
équiangle ; 

Que toutes les réciproques sont également vraies. 

G9. Angles et côtés opposés. — Si l'angle A 
(fig. 32) du triangle ABC est plus grand que l'angle B, 
le côté BC opposé au premier, sera plus grand que le 
côté AC opposé au second. 

Si Ton fait l'angle BAD égal à l'angle B , le triangle 
ABD sera isocèle ; et , comme on a 

AD -j- CD > AC, 

on pourra remplacer Al) par son égal BD, d'où 

BD + CD> AC, 
ou BC > AC. 

Béciproquement, si BC est plus grand que AC, l'an- 
gle A sera plus grand que l'angle B. Car A ne peut Otre 
ni égal il B (auquel cas AC et BC seraient égaux), ni 
plus petit que B (auquel cas BC serait moindre que AC). 
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CUAPITRE IX. 

DES PARALLÈLES. 

«g. I définition. — Deux perpendiculaires CD, EF 
{fig. 33) à une même droite AB et dans un même plan, 
ne peuvent jamais se rencontrer; car si cette rencontre 
avait lieu , on aurait deux perpendiculaires abaissées du 
point d'intersection sur la même droite, ce qui ne se 
peut (n° 49 ). Ces deux perpendiculaires sont dites pa- 
rallèles entre elles, ou simplement parallèles. 

Mais si Tune de ces droites , CD par exemple , vient à 
prendre une position quelconque CG oblique sur AB, 
elle rencontrera la perpendiculaire EF ; et l'angle formé 
au point d'intersection 0 sera le complément additif de 
l'angle aigu compris entre AB et CG, les trois angles du 
triangle OCE, qui se formera nécessairement, devant 
faire une somme égale à deux droits (n° 55). 

Cl. Conséquences. — De cette définition des paral- 
lèles résultent les conséquences suivantes : 

1°. Par un point quelconque C (fig. 33 ) on ne peut me- 
ner deux parallèles CD, CG, à la même droite EF. 

2°. La perpendiculaire AB menée sur une droite EF, 
Vest aussi sur sa parallèle CD; car si l'angle BCD n'était 
pas droit, CD pourrait rencontrer EF, l'une étant oblique 
et l'autre perpendiculaire à la même droite AB. 

3°. Deux droites parallèles à une troisième sont paral- 
lèles entre elles, puisqu'une perpendiculaire menée à 
çette troisième droite, serait perpendiculaire sur chacune 
des deux premières, qui alors sont parallèles entre elles. 

U°. Si deux droites OA, OB (fig. 34) se coupent quel- 
que part en 0 ( ou sont obliques l'une à l'autre ) , leurs 
perpendiculaires respectives AC, BD, menées par des 
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points quelconques A et B, se couperont aussi. Car OB 
qui est oblique et AC qui est perpendiculaire sur la 
même droite OA, étant prolongées, viendront se ren- 
contrer en E ; et dès lors CAE qui est oblique et BD 
qai est perpendiculaire sur la môme droite BOE, se 
rencontreront , étant suffisamment prolongées. 

Or»« Parallèles coupées par une sécante* — Lors- 
que deux droites parallèles AB , CD {fig. 35) sont coupées, 
en M et N, par une troisième droite EF, nommé sécante 
ou transversale , il en résulte huit angles, internes on 
externes suivant qu'ils sont en dedans ou en dehors des 
parallèles, et alternes si Ton en considère deux de part 
et d'autre de la sécante. En menant la perpendiculaire 
MP commune aux deux parallèles , on forme le triangle 
rectangle MNP, et il est facile d'établir les cinq propo- 
sitions suivantes : 

1°. Les angles correspondants sont égaux. (On nomme 
ainsi deux angles AMN et CNF, situés du même côté 
de la sécante, l'un en dedans et l'autre en dehors des 
parallèles.) Car le même angle NMP est complément de 
AMN, et de MNP ou CNF. 

2°. Les angles alternes-internes sont égaux (tels, par 
exemple, que AMN et MNP, placés en dedans des paral- 
lèles et de part et d'autre de la sécante ) ; car ils ont le 
même complément NMP. 

3°. Les angles alternes-externes sont égaux (comme, 
par exemple, CNF et BME, placés en dehors des pa- 
rallèles et de part et d'autre de la sécante ) ; car ils sont 
apposés par le sommet aux deux angles internes que 
aous venons de considérer. 

4°. Deux angles 4nternes du même côté de la sécante 
[comme AMN et CNM) valent deux angles droits ou sont 
supplémentaires , puisqu'on peut remplacer le premier 
par son correspondant CNF. 

5°. Deux angles externes du même côté de la sécante 
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(tels que AME et CNF ) , valent deux droits ou sont sup- 
plémentaires, puisqu'on peut remplacer le premier par 
son correspondant CNM. 

Réciproquement, si Tune quelconque de ces cinq pro- 
positions a lieu, les droites AB et CD sont parallèles. 
Admettons, par exemple, l'égalité des angles correspon- 
dants AMN et CNF : du point M on abaissera la perpen- 
diculaire MP sur CD; et, dans le triangle rectangle MNP 
ainsi formé, l'angle NMP sera le complément de MNP, 
ou de l'opposé par le sommet CNF, ou de l'égal de ce- 
lui-ci AMN; donc les angles NMP et AMN font un droit, 
et AB est aussi perpendiculaire à MP, et par suite pa- 
rallèle à CD. 

11 est bon de remarquer que les cinq propositions se- 
raient évidentes, si la sécante coupait les parallèles à 
angles droits; mais, en la supposant oblique, il en ré- 
sulte quatre angles aigus qui sont tous égaux entre eux, 
et quatre angles obtus qui sont aussi égaux entre eux. 
Enfin, l'égalité des angles correspondants montre que 
deux parallèles sont également inclinées sur une droite 
quelconque, et qu'une droite quelconque est également 
inclinée sur les deux parallèles. 

GC Cîcmorque. — Les cinq propositions et leurs réci- 
proques, établies au numéro précédent, forment ce qu'on 
appelle la théorie des parallèles. Nous l'avons appuyée 
sur celte propriété qu'ont les trois angles d'un triangle 
de valoir deux droits; mais, en général, ce dernier ré- 
sultat se déduit de la théorie des parallèles; et alors on 
fonde celle-ci sur quelque proposition primordiale cl 
assez simple pour être admise sans démonstration, 
comme, par exemple , qu'Une oblique et une perpendi- 
culaire à la même droite doivent se rencontrer , ou, en 
d'autres termes, que par un point on ne peut mener 
qu'une parallèle à une droite donnée; d'où il résulte que 
toute perpendiculaire menée à l'une des parallèles, est 
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aussi perpendiculaire à l'autre : ce qui ramène au point 
de départ de ce chapitre. 

On doit, ce nous semble, donner des parallèles une 
définition qui implique une vérification possible , et ne 
pas dire que deux parallèles sont des droites qui ne se 
rencontrent point , quelque prolongées quon les suppose, 
puisque c'est là un caractère impossible à reconnaître 
ou à constater; tandis qu'en définissant les parallèles 
deux droites perpendiculaires à une troisième, on rat- 
tache un fait à un autre qui a déjà été examiné, on 
donne un moyen facile et immédiat de vérification et de 
construction, et l'on arrive d'ailleurs à la conséquence 
peu pratique de l'impossibilité d'une rencontre à l'infini. 

07. Parallèles entre parallèles. — Les parties MN, 
OP {{ig. 36), de deux parallèles AB, CD, comprises entre 
deux autres parallèles EF , GH , sont égales. 

En effet, menant ON nous formerons deux triangles 
OMN , OPN, égaux puisqu'ils ont un côté commun ON, 
adjacent à deux angles égaux chacun h chacun comme 
alternes internes : donc MN = OP. De même MO = NP. 

Dans le cas où les deux systèmes de parallèles sont 
perpendiculaires entre eux, la proposition subsistant 
toujours, il en résulte que la distance des deux paral- 
lèles AB, CD, mesurée par les perpendiculaires MO, NP, 
est partout la môme, ainsi que la distance des deux 
parallèles EF, GH, mesurée par les perpendiculaires 
MN , OP. 

Réciproquement, si on a MN= OP et MO = NP, les 
triangles OMN , OPN ont les trois côtés égaux chacun à 
chacun ; et l'égalité des angles entraîne le parallélisme 
des droites. 

OS. Angles à càtés parallèles. — On a VU ( n° *«) 

que les angles sont engendrés par le mouvement rota- 
toire d'une droite , et l'on a indiqué ( n° 55 ) un cas par- 
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ticulier où le centre de rotation peut se déplacer suivant 
la droite génératrice elle-même; la théorie des parallèles 
va nous offrir plusieurs cas nouveaux de ce mode de 
formation des angles. 

Et d'abord, supposons que deux droites AB, CD 
(fig. 37) soient couchées Tune sur l'autre , auquel cas 
la distance de leurs points respectifs est zéro ; puis, que 
AB restant en place, CD s'en éloigne parallèlement : cha- 
cun des points de CD fera le même chemin CC ou DD 
pour arriver en C D', le même chemin GC" ou DD" pour 
arriver en C" D" , et ainsi de suite indéfiniment. Dans 
toutes ces positions de CD, parallèles à AB, la direction 
primitive n'a point changé , la droite mobile n'a point 
tourne , elle n'a engendré ancun angle , ou plutôt l'angle 
des deux parallèles est toujours le même qu'à son ori- 
gine , ou égal à zéro. i 

Supposons maintenant qu'un angle AOB (fig. 38) étant 
donné , on transporte l'un de ses côtés OA en O' A', pa- 
rallèlement à lui-même ; comme il n'aura pas tourné, 
l'angle A' 0' B restera le même qu'il était en AOB , ces 
deux angles étant d'ailleurs correspondants. Ensuite, 
transportons 0' B parallèlement à lui-même en 0" B', et 
nous aurons encore le même angle en A' 0" B'. D'où Ton 
conclut que Deux angles sont égaux , s'ils ont les côtés 
parallèles et dirigés dans le même sens. 

En faisant faire à 0" A' un demi-tour pour l'amener 
dans la direction contraire 0" A" , et de même à 0" B' 
pour l'amener en 0" B", on aura l'angle A" 0" B" opposé 
par le sommet à A' 0" B' et par conséquent encore égal 
à l'angle AOB; en sorte que Deux angles sont égaux, 
s'ils ont les côtés parallèles et inversement dirigés. 

Mais les angles A" 0" B' et A' 0" B" , dont un côté seu- 
lement a été renversé, sont supplémentaires de AOB. 
Ainsi Deux angles sont supplémentaires s'ils ont les côtés 
parallèles, deux dans le même sens et les deux autres 
en sens contraires. 



Digitized by Google 



DES PARALLÈLES. 



47 



€»f>. Angles a côtés perpendiculaires. — Supposons 

que deux droites OA , OB ( fig. 39 ) , d'abord en coïnci- 
dence , viennent à tourner dans le même sens, succes- 
sivement ou simultanément, autour du même point 0, 
de manière que OA arrive en OA', et OB en OB'.' 
La droite OA aura décrit Y angle absolu AOA'; et la 
droite OB, l'angle absolu BOB'. Mais Tune ayant plus 
tourné que l'autre , Y angle relatif des deux droites sera 
A' OB' , ou la différence des deux angles absolus. Si OA 
était venu en OA" tandis que OB arrivait en OB', les 
mouvements étant en sens contraires, l'angle relatif 
A" OB' serait la somme des deux angles absolus AOA" 
et BOB'. 

En second lieu, admettons que les deux côtés d'un 
angle AOB (fig. 40) viennent à tourner dans le môme 
sens et de quantités égales; de telle sorte que OA arrive 
en OA', et OB en OB', après avoir décrit des angles égaux 
AOA' = BOB' : l'angle relatif A' OB' sera le même que 
AOB. Et, si les angles AOA' et BOB' dont les côtés ont 
tourné, sont droits , on pourra conclure que deux angles 
AOB, A' OB', à côtés respectivement perpendiculaires, 
sont égaux entre eux, quand, bien entendu, on passe 
de A' en B' dans le même sens que de A en B. Car si , au 
lieu de OB', on prenait son prolongement OB", qui est 
aussi perpendiculaire sur OB, on aurait l'angle A' OB", 
supplémentaire de A' OB' ou de AOB, parce qu'on irait 
de A' en B" dans un sens contraire de celui qui mène 
de A' en B' ou de A en B. Mais , si l'on prenait en même 
temps le prolongement OA" de OA', l'angle A" OB" serait 
le même que AOB, à cause que l'on passe de A" en B" 
dans le sens AB. Quant à l'angle A" OB', il est, comme 
A' OB" et par la même raison , supplémentaire de AOB. 

Enfin, tous ces résultats seraient encore les mêmes, si 
l'on transportait l'un des angles en conservant le paral- 
lélisme de ses côtés. 

Donc Deux angles à côtés perpendiculaires chacun à 



Digitized by 



48 



DES POLYGONES. 



chacun sont égaux ou supplémentaires , suivant que la 
rotation des côtés est de même sens ou de sens contraires. 

70. Parallèle menée à une droite. — Par lin point 

donné C (fig. ki ) mener une parallèle à une droite don- 
née AB. 

Ayant mené une sécante CD, on fait en C un angle 
égal à l'angle CDB, soit son correspondant GCF, soit son 
alterne-interne DGE : et EGF est la parallèle demandée. 

Pour mieux assurer le parallélisme des deux droites, 
on choisit sur AB un point B très-éloigné de D ; puis, 
des points B et C comme centres , et avec des rayons 
respectivement égaux à CD et BD , on décrit deux arcs 
qui s'entre-croisent en F : et CF est la parallèle à AB. On 
pourrait aussi prendre pour CD et BF des perpendicu- 
laires sur AB, de longueurs égales. 

Dans la pratique , on facilite cette opération au moyen 
de la règle et de l'équerre. On place un premier côté de I 
Féquerre sur AB ( fig. ù2 ) , et la règle contre un second 
côté de Féquerre; puis on fait glisser celle-ci le long de 
la règle , jusqu'à ce que le côté qui était sur AB vienne 
passer par le point C ; et alors on trace la parallèle CD. 



CHAPITRE X. 

DES POLYGONES. 

71. Polygones. — On nomme polygone toute portion 
de plan terminée par des droites qui se coupent deux 
à deux. Les portions de droites qui limitent le polygone 
en sont les côtés; leurs points d'intersection sont les 
sommets; les angles qu'elles forment entre elles sont les 
angles, et leur ensemble compose le périmètre ou con- 
tour du polygone, que nous avons aussi nommé ligne 
polygonale (n° <Io). 
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Le nombre des angles d'un polygone est visiblement 
le même que celui des côtés. 

Le plus simple des polygones est le triandle, dont 
nous avons déjà parlé. Viennent ensuite les polygones 
de U côtés ou quadrilatère, de 5 côtés ou pentagone, de 
6 ou hexagone, de 7 ou heptagone, de 8 ou octogone, de 
9 ou ennéagone, de 10 ou décagone; on s'occupe aussi 
du dodécagone et du pentèdécagone , ou polygones de 12 
et de 15 côtés. 

Nous avons défini la convexité et la concavité des lignes 
brisées (n° <iO). Pour les lignes polygonales, un angle 
sera toujours considéré comme saillant s'il a son ouver- 
ture tournée vers l'intérieur du polygone, et comme 
rentrant si son ouverture est tournée vers l'extérieur. 
Un polygone est dit concave s'il a un ou plusieurs angles 
rentrants. Il aura toujours au moins trois angles sail- 
lants , et il sera dit convexe s'il les a tous. Un pareil po- 
lygone convexe est tout entier à droite ou à gauche , en 
dessus ou en dessous, de l'un quelconque de ses côtés 
prolongé ; et son périmètre ne peut être coupé en plus 
de deux points par toute autre droite. 

Un polygone est équilatéral s'il a tous ses côtés égaux; 
équiangle , s'il a tous ses angles égaux ; enfin , régulier, 
s'il a , tout à la fois , ses côtés égaux et ses angles égaux. 
On parlera ailleurs des polygones réguliers (Chapitre xx). 

On nomme diagonale toute droite qui, dans un poly- 
gone , joint les sommets de deux angles non voisins. On 
peut s'en servir pour diviser un polygone concave en 
deux ou plusieurs polygones convexes, et n'avoir plus 
à s'occuper que de ces derniers. 

Somme des angles d'un polygone. — La somme 
de tous les angles d'un polygone convexe vaut autant de 
fois deux droits, qu'il a de côtés moins deux. 

En effet, si de l'un des sommets A (fig. 63) on mène 
des diagonales AC , AD , AE à tous les autres non voi- 

3 
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sins, le polygone ABCDEF se trouvera décomposé en 
autant de triangles qu'il a de côtés moins deux; or, la 
somme des angles du polygone étant égale à la somme 
des angles des triangles, et chaque triangle donnant 
deux droits , les angles du polygone vaudront autant de 
fois deux droits qu'il y a de triangles , ou de côtés moins 
deux dans le périmètre. 

Soit n le nombre des côtés , la somme des angles sera 
2(n — 2) ou 2 n — 4 ; c'est-à-dire qu'elle sera expri- 
mée, en angles droits, si l'on double le nombre des 
côtés et qu'on retranche 4. Ainsi cette somme sera 
pour le triangle ... 2x3 — 4 = 2 
pour le quadrilatère. 2x4 — 4 = 4 
pour le pentagone. . 2x5 — 4=6 
pour l'hexagone. . . 2x6 — 4 = 8* 
et ainsi de suite. 

73. Somme des angles extérieurs d'un polygone. 

— On a vu ( n° &5 ) que les angles d'un triangle sont 
engendrés par une droite qui exécute une demi-révolu- 
tion autour d'un de ses points , celui-ci étant transporté 
deux fois le long de la droite génératrice. 1 

Considérons maintenant cette droite partant de sa po- 
sition initiale AB (fig. 44), et tournant autour du point A 
pour décrire un premier angle BAA' ; puis, le point A étant 
transporté en E sans changement de direction , la droite 
A' E continue de tourner dans le môme sens, pour dé- 
crire un second angle A ; EE' ; puis, transportée de E en D, 
la génératrice E"D décrit un troisième angle E' DD' ; puis 
un quatrième angle D'CC; puis un cinquième angle C'BB' : 
et alors elle se retrouve dans sa direction initiale BB' ou 
AB', après avoir complété une révolution ; en sorte que 
les angles ainsi décrits valent ici, et vaudront toujours 
quatre angles droits. Ce sont les angles extérieurs d'un 
polygone convexe ABCDE , dont on a prolongé tous les 
côtés dans le même sens. 
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Il est d'ailleurs évident que chacun de ces angles exté- 
rieurs , comme BAA', joint à son adjacent intérieur BAE, 
donnant une somme égale à deux droits, tous les angles, 
tant intérieurs qu'extérieurs , vaudront 2 n droits si n 
est le nombre des côtés du polygone. Or les angles inté- 
rieurs valent 2 n — U droits ; donc il reste U droits pour 
les angles extérieurs. 

74. Angles extérieurs d'un triangle. — La propo- 
sition précédente s'applique au triangle , dont les trois an- 
gles extérieurs valent quatre droits. Mais de plus , cha- 
cun de ces angles extérieurs, CBD (jig. 45) par exemple, 
obtenu en prolongeant le côté AB en BD, est égal à 
la somme des deux angles intérieurs opposés A et C; car, 
avec *n adjacent ABC, il forme deux angles droits, de 
même que cet adjacent avec A plus C. 

Au reste , si l'on mène BE parallèle à AC , on partagera 
cet angle extérieur en deux autres , l'un CBE qui est al- 
terne-interne avec C , l'autre DBE qui est le correspon- 
dant de A. 

T&. Construction des polygones. — On vient de 

voir (n° qu'un polygone de n côtés se décompose 
en n — 2 triangles par des diagonales menées d'un même 
sommet à tous les autres non voisins. Mais on peut 
mener les diagonales d'une manière quelconque , pourvu 
qu'elles ne s'entre-croisent pas ; telles sont AC , CF, FD, 
dans le polygone ABCDEF (fig. 46). 

Alors on pourra construire un tel polygone, en juxta- 
posant un certain nombre de triangles. On construira 
un premier triangle ABC par la connaissance de trois de 
ses éléments , dont un côté au moins ; la diagonale AG 
étant alors déterminée et devenant l'un des côtés du 
deuxième triangle ACF, celui-ci se construira à l'aide de 
deux nouvelles données; et ainsi de suite pour les autres 
triangles, qui n'exigeront chacun que deux nouveaux 
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éléments; ce qui fera en tout 3-+-2 (n — 3) , ou 2n — 3 
éléments, si n est le nombre des côtés du polygone. 

En général , ces 2 n— 3 éléments seront des côtés et des 
angles en proportion variable. Ils pourraient être tous 
des côtés, mais non pas tous des angles; car on a vu 
que le premier triangle exige au moins un côté donné ; 
et alors ce côté unique devient comme la base de tout le 
polygone, et joue un rôle très-important dans les opé- 
rations de l'arpentage et de la géodésie. 

Mais quels que soient les nombres de côtés et d'angles 
qui auront servi à construire deux polygones, il est évi- 
dent que ces polygones, une fois formés, ne seront égaux 
et superposables qu'à la condition d'être composés d'un 
même nombre de triangles , égaux chacun à chacun et 
assemblés de la même manière; ce qui revienFà dire 
qu'ils auront les côtés et les angles égaux chacun à cha- 
cun et dans le même ordre (l'ordre inverse devenant 
direct, par le retournement de l'un des polygones). 

16. Origine et utilité des polygones. — Nous avons 

dit un mot (n°41) sur l'origine et l'utilité des lignes 
brisées , qui mènent à la connaissance des lignes courbes 
non fermées. Les lignes polygonales aideront de même 
à l'étude des courbes fermées; et, de plus, les polygones 
nous feront connaître les surfaces circonscrites par les 
lignes courbes. Car, plus on aura pris de points sur un 
contour curviligne, plus la surface du polygone, formé 
en joignant ces points deux à deux, approchera d'être 
égale à celle qu'il s'agirait de trouver, et qu'on ne peut 
déterminer directement. Quant au polygone plus ou 
moins approximatif auquel on s'arrêtera, Usera déter- 
miné par des triangles ; mais comme sa décomposition 
se fait aussi avantageusement par le moyen de certains 
quadrilatères, on est conduit à étudier, d'une manière 
spéciale, ces polygones à quatre côtés. 
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CHAPITRE XL 

DES QUADRILATÈRES. 

77. Quadrilatères. — En appliquant à ces polygones 
de quatre côtés les définitions et propositions données 
au chapitre précédent, il est facile de conclure : 

1°. Qu'un quadrilatère ne peut avoir qu'un angle ren- 
trant , auquel cas il est dit concave, tous les autres étant 
convexes comme ayant leurs quatre angles saillants ; 

2°. Qu'il n'y a que deux diagonales à mener dans un 
quadrilatère, toutes deux intérieures s'il est convexe, 
Tune intérieure et l'autre extérieure s'il est concave ; 

3°. Que tout quadrilatère convexe pouvant être par- 
tagé en deux triangles par Tune ou l'autre de ses diago- 
nales, la somme des angles intérieurs est de quatre 
droits ; en sorte que, si deux de ces angles sont droits 
ou supplémentaires, les deux autres sont nécessairement 
supplémentaires ; 

U°. Que , dans les mêmes quadrilatères , la somme des 
angles extérieurs étant aussi de quatre droits , ceux-ci 
forment toujours la même somme que les angles inté- 
rieurs. 

TS. Parallélogramme. — On appelle parallélo- 
gramme un quadrilatère qui a les côtés parallèles deux 
à deux. C'est, en d'autres termes, le cas déjà examiné 
au n° <W des parallèles entre parallèles. Ainsi ABGD 
(fig- M) ^ st un parallélogramme si les côtés opposés 
AB et CD sont parallèles , de même que les côtés AD et 
BG. On a déjà vu qu'alors i 

1°. Chaque diagonale partage le parallélogramme en 
deux triangles égaux ; 

2°. Deux côtés opposés sont égaux; 

3°. Deux angles opposés sont égaux ; 
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4\ Deux angles adjacents à un même côté sont sup- 
plémentaires. 

On a vu également (n° ©7) que, si les côtés opposés 
sont égaux chacun à chacun , ils sont parallèles ; et dès 
lors la figure est un parallélogramme. 

Il suffit même que deux côtés opposés AB , CD soient 
égaux et parallèles , pour que les deux autres soient aussi 
égaux et parallèles ; car les triangles ABC , ACD seront 
égaux, comme ayant un angle alterne-interne BAC = ACD 
compris entre côtés égaux AB = CD et AC commun. 

Enfin , si les angles opposés sont égaux chacun à cha- 
cun, la figure sera encore parallélogrammique. En effet, 
la somme des quatre angles valant quatre droits , il en 
résulte que les deux angles adjacents à un même côté va- 
lent la moitié de cette somme , ou sont supplémentaires, 
ce qui établit le parallélisme des côtés opposés. 

Ainsi, en résumé, le quadrilatère est un parallélo- 
gramme dans les quatre cas énumérés ci-dessus , savoir : 

1°. Parallélisme des côtés opposés ; 

2°. Égalité des côtés opposés ; 

3°. Parallélisme et égalité de deux côtés; 

4°: Égalité des angles opposés. 

Et, pour construire le parallélogramme , il suffit évi- 
demment de connaître l'un des angles et ses deux côtés; 
en sorte que deux parallélogrammes sont égaux, s'ils 
ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun. 

Enfin, les deux diagonales AC, BD d'un parallélo- 
gramme ABCD , le partagent en quatre triangles , égaui 
deux à deux, savpir : ABO = CDO, ADO = BCO. Car les 
deux premiers , par exemple, ont un côté égal AB = CD, 
adjacent à deux angles égaux chacun à chacun comme 
alternes-internes. Il en résulte AO = CO , et BO = DO ; 
c'est-à-dire que Dans tout parallélogramme les diago- 
nales se coupent mutuellement en parties égales. 
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»©. Reetangle. — Le parallélogramme prend le nom 
de rectangle lorsque tous ses angles deviennent égaux 
ou droits ; ce qui est possible , puisque les quatre angles 
de tout parallélogramme valent quatre droits. Ainsi ABCD 

( fi9- M ) est un rectangle. 

H suffit donc de connaître deux côtés voisins , pour 
construire le rectangle , puisque l'angle qu'ils compren- 
nent est droit 

Il est aisé de voir que chaque diagonale , AC ou BD , 
d'un rectangle le coupe en deux triangles rectangles 
égaux, dont l'hypoténuse commune est cette diagonale 
elle-même. Il n'est pas plus difficile de reconnaître l'éga- 
lité des deux diagonales, qui coupent le rectangle en 
quatre triangles isocèles, égaux deux à deux; ce qui 
fait que les quatre parties des deux diagonales sont éga- 
les entre elles. Alors l'intersection 0 se trouvant à égales 
distances des sommets du rectangle , elle pourra être 
prise pour le centre d'une circonférence passant par ces 
sommets. De même aussi, on pourra toujours faire 
passer une circonférence par les trois sommets d'un 
triangle rectangle , ABC , ou AGD , en prenant pour cen- 
tre le milieu de l'hypoténuse. 

• 

SO. Losange. — Si , au lieu de rendre égaux les 
angles du parallélogramme, on fait ses quatre côtés 
égaux , la figure prendra le nom de losange. Ainsi ABCD 
(fig. 49) est un losange. 

Il suffit donc de connaître un angle et un côté pour 
construire le losange. 

Chacune de ses diagonales le coupe en deux triangles 
isocèles égaux. Les deux diagonales le partagent en 
quatre triangles rectangles, égaux entre eux ; ce que l'on 
voit en considérant deux côtés voisins , AB et AD par 
exemple , comme deux obliques égales , de même que 
BC et CD ; en sorte que AC est perpendiculaire sur BD. 
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Donc Les diagonales d'un losange se coupent rectangulai- 
rement en parties égales. 

SI. Carré. — Un rectangle à côtés égaux, et un lo- 
sange à angles égaux , prennent le nom de carré. Ou 
bien , en remontant plus haut, le carré est un parallélo- 
gramme qui a tout à la fois les angles égaux et les côtés 
égaux. Le carré , en un mot, est le quadrilatère régulier. 
Ainsi ABGD ( fig. 50 ) est un carré. 

Il est déterminé par la connaissance de son côté ; 
en sorte que deux carrés qui ont le même côté sont 
égaux. 

Le carré jouit donc à la fois des propriétés du paral- 
lélogramme en général , et de celles du rectangle et du 
losange en particulier. Ainsi, les diagonales du carré 
sont égales ; elles se coupent en parties égales et à angle 
droit, et décomposent la figure en quatre triangles iso- 
cèles égaux entre eux. 

Trapèze. — On nomme trapèze un quadrilatère 
ABGD (fig. 51 ) dont deux côtés seulement AB, CD , sont 
parallèles ; on les nomme bases. 

Si par le milieu E de l'un des côtés non parallèles AD, 
on mène parallèlement aux bases une droite EP, celle-ci 
passera aussi par le milieu F de BG ; elle sera à distances 
égales des deux bases , et égale à la demi-somme de ces 
bases. Car si par le point E on mène entre les bases 
(dont une prolongée ) la parallèle GH à BG, les triangles 
AEH et DEG seront égaux comme ayant un côté égal , 
AE = DE, adjacent à deux angles égaux chacun à cha- 
cun : d'où EG = EH. Et puisque CP = EG et BF = EH 
comme parallèles entre parallèles, on en conclut que 
CF = BF , en sorte que F est le milieu de BC. 

En second lieu, les parallélogrammes EFBH et EFCG 
étant égaux , EF se trouve à la même distance de BH 
et de CG. 
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En troisième lieu, on a 

* 

EF = CD + DG 
EF = AB — AH; 

ajoutant membre à membre, et retranchant du résultat 
les deux quantités égales et de signes contraires AH et 
DG , on aura 

2 EF = CD -+- AB 
d'où enfin EF = [ ( CD + AB ). 

83. Décomposition des polygones en trapèzes. — 

Soit ABCDEFG (fig. 52 ) un polygone qu'il s'agit de dé- 
composer en trapèzes , suivant la méthode des arpen- 
teurs. 

A un premier côté AB on mène , par les différents 
sommets du polygone, des parallèles GG', CC, FF', DD', 
jusqu'à leur rencontre avec le contour polygonal; et l'on 
obtient en général autant de trapèzes ABG'G, GG'CC, 
CC FF', FF' DD' qu'on a mené de parallèles, autant qu'il 
y a de sommets moins trois dans le polygone. Il y a de 
plus un triangle final DD' E. 

On peut aussi décomposer le polygone en trapèzes 
rectangles , qui ont un de leurs côtés perpendiculaire 
aux bases. A cet effet, on mène une diagonale AE, la 
plus longue possible , et partageant le polygone en deux 
parties à peu près égales. Puis , des différents sommets 
on abaisse sur cette diagonale les perpendiculaires Bb, 
Ce, Drf, F/*, Gg, qui divisent la surface entière du po- 
lygone en un certain nombre de trapèzes rectangles plus 
quatre triangles en général. 



3. 
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CHAPITRE XII. 

DES LIGNES PROPORTIONNELLES. 

SJ. Des proportions et des rapports en géomé- 
trie. — On a vu , en arithmétique , que le rapport de 
deux nombres est le quotient de l'un par l'autre , et que 
l'égalité de deux rapports forme une proportion. En géo- 
métrie, le sens de ces deux expressions est le même, 
quand on a , au préalable, transformé les grandeurs con- 
tinues en grandeurs discontinues , ainsi que nous l'a- 
vons expliqué au chapitre in , et spécialement au n os 90 
et 91. 

Mais il peut arriver, comme la remarque en a déjà 
été faite au n° 91 , que les deux grandeurs continues 
n'aient aucune mesure commune, et soient ce qu'on 
appelle incommensurables, auquel cas le rapport ne 
pouvant se former, il semblerait rester un mot vide de 
sens. 

Cette difficulté a beaucoup occupé les géomètres an- 
ciens ; mais , dans les ouvrages modernes , il en est à 
peine question , et les élèves restent persuadés que les 
grandeurs incommensurables font l'exception et non la 
règle. Or, c'est le contraire qui a lieu ; et deux grandeurs 
continues étant prises au hasard, il arrivera presque tou- 
jours qu'elles sont incommensurables. Cela ne veut pour- 
tant pas dire qu'il n'existe aucun rapport entre ces deux 
quantités; mais il n'a pas lieu sous la forme de quotient 
que nous lui donnons et on n'y arrive pas au moyen d'une 
division. En d'autres termes, les grandeurs continues 
ou géométriques n'ont explicitement rien de commun 
avec les grandeurs discontinues ou numériques ; et l'on 
ne peut y appliquer les mômes méthodes qu' approximati- 
vement, en l'absence d'autres méthodes plus naturelles. 

Prenons l'exemple très-simple d'une surface plane, 
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dans laquelle nous considérerons le dessus et le dessous, 
l'endroit et l'envers. Si Ton divise le dessus en deux par- 
ties, commensurables ou non, le dessous sera évi- 
demment divisé de la même manière, et la proportion- 
nalité subsisterait encore quand bien même on ne pour- 
rait exprimer le rapport numérique des parties. 

Considérons le cas moins simple de la proportionnalité 
des arcs et des angles (n° 35) , et à la place des angles, 
prenons les secteurs. Il est clair que le cercle, étant uni- 
formément terminé par la circonférence, de manière que 
chaque rayon , qui appartient à la surface , est terminé 
par un point, qui appartient à la ligne courbe, on ne 
pourra détacher un secteur ou un angle, quelque petit 
qu'il soit , sans détacher l'arc correspondant; d'où résul- 
tera nécessairement une proportion entre deux angles 
quelconques et les deux arcs correspondants , nonobs- 
tant tout rapport numérique, possible on non, entre ces 
arcs et ces angles. 

La proportionnalité géométrique subsistera donc toutes 
les fois que les deux choses à comparer seront uni- 
formément mélangées, superposées, juxtaposées, en un 
mot coexisteront sans aucune distinction possible d'un 
point à un autre de leur étendue. En termes formulés , 
la proportion existe si l'on parvient à démontrer que, 
deux espèces de choses étant proposées, une même quan- 
tité de la première correspond toujours à une même quan- 
tité de la seconde. Cela admis , la question du rapport 
entre deux quantités de l'une ou de l'autre espèce est 
secondaire , inutile quelquefois ; car la proportionnalité 
existe indépendamment des rapports , de même que les 
rapports peuvent s'établir sans toucher à la proportion- 
nalité. 

«5. Parallèles équidistantes. — Un système de pa 
rallèles équidistantes coupe toute droite inclinée en dei 
points èquidistants. 

- 
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Soit MN (fig. 53) une perpendiculaire commune aux 
parallèles menées par les points équidistants A, B, C, 
D, E, ... ; ces parallèles couperont toute droite inclinée 
M' N' en des points équidistants A', B', C, D', E', . . . Car si, 
par ces derniers points, on conduit parallèlement à MN, 
des droites A' b\ B' c', C'd',. . celles-ci seront respective- 
ment égales à AB , BC, CD,. . . , (n°G7), et par conséquent 
égales entre elles ; d'où résultera l'égalité des triangles rec- 
tangles A' B' B' C'c\ . . . , qui ont en outre leurs angles 
aigus correspondants. Donc îeurs hypoténuses A' B', B' C, 
CD', ... , sont égales entre elles. 

Toute autre droite M" N", plus ou moins inclinée sur 
les parallèles, sera aussi coupée par celles-ci en des 
points équidistants , plus espacés entre eux si la droite 
est moins inclinée que M' N', et vice versa. 

• 

S6. Conséquence. — Cette égalité des parties d'une 
droite coupée par des parallèles équidistantes ayant 
lieu quel que soit l'écartement absolu des parallèles , il 
en résulte qu'il y a proportionnalité entre les parties de 
MN , de M' N', de M" N", etc. , lorsque les parallèles sont 
espacées d'une manière quelconque, comme dans la 
fig. 5&. 

Pour bien concevoir ceci , imaginons une droite mo- 
bile qui, partant de la première parallèle A' AA", va pas- 
ser successivement sur toutes les autres, en conservant 
le parallélisme. A chaque pas égal que cette droite mo- 
bile fera sur MN, correspondra un pas égal sur M'N', sur 
M" N", etc. ; à chaque fraction de pas sur l'une, la même 
fraction sur les autres , si petite que l'on voudra , com- 
mensurable ou non avec l'unité. Donc les nombres de pas 
et fractions de pas qu'elle aura faits pour atteindre B, 
puis C, puis D, . . . , elle les aura aussi faits pour atteindre 
B', B", . . . , puis C, C", . . . , puis D', D", .... Donc il y a pro- 
portionnalité entre les parties de MN et les parties corres- 
pondantes de M' N', de M" N", etc. , enfin , proportionnalité 
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entre les parties correspondantes de deux droites quel- 
conques M' N', M" N". 

* 

87. Réciproque. — La réciproque du n° 85 n'est 
pas Traie en général; c'est-à-dire qu'ayant pris des points 
équidistants A , B , C, . . . sur une droite MN , et d'autres 
points équidistants A', B', C, . . . sur une autre droite 
M' N', si l'on vient à joindre ces points respectivement 
deux à deux par les droites AA', BB', CC, . . . , celles-ci ne 
seront pas nécessairement parallèles. 

Mais elles pourront le devenir pour certaines inclinai- 
sons mutuelles de MN et M N'. 

Elles le seront toujours si l'on vient à faire coïncider 
deux points de division , l'un de MN et l'autre de M'N'. 
En effet , soient les points C et C réunis ( fig. 55 ) à l'in- 
tersection de MN et de M' N'. Si Dd\ Ee\ et non DD', 
EB\ étaient parallèles à FF', supposée la droite la plus 
éloignée de C , on aurait C cV — d' ë = ë F' ; et , comme 
on a déjà C'D' = D'E' = E'F', il s'ensuivrait queC'F' 
serait divisé de deux manières en un même nombre 
de parties égales , ce qui est absurde. Donc on ne peut 
supposer d'autres parallèles que DD', EE' menées à 
FF' par les points D et E. Au delà du point C, les 
triangles BB'C, AA'C, sont respectivement égaux aux 
triangles CDD', CEE', comme ayant un angle opposé par 
le sommet et compris entre côtés égaux chacun à cha- 
cun. Donc les angles en A et B sont égaux aux angles 
en D et E, ce qui les rend alternes -internes, en établis- 
sant le parallélisme des droites AA', BB', DD', EE'. 

S8. Triangles a côtés proportionnels. — De ce 

qui précède, il résulte que Deux côtés AB, AC {fig. 56) 
d'un triangle ABC sont coupés proportionnellement par 
toute droite DE menée parallèlement au troisième côté BC; 
et que, réciproquement, si AB et AC sont divisés pro- 
portionnellement , DE est parallèle à BC. 
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Ayant donc la proportion ou l'égalité des rapports 

BP CE 
AD AE* 

on en déduit, par la théorie connue, 

BD + AD __ CE + AE 
AD AE 

AB AC 
0U ÂD = 1Ë' 

c'est-à-dire que les deux triangles ABC, ADE ont deux 
paires de côtés proportionnels ; et à ceux-ci sont aussi 
proportionnels les troisièmes côtés BC et DE ; car me- 
nant DF parallèle à AC , on a , par la môme raison , 

AB BC BC 

AD — CF — M 9 

vu que CF et DE sont égales comme parallèles entre 
parallèles. Ainsi on a la triple égalité 

AB = AC _ BC 
AD AE DE ' 

en sorte que les deux triangles ABC , ADE ont leurs trois 
côté proportionnels. 

SO. Conséquence. — Les portions de deux paral- 
lèles AD, A'D' (fig. 57) interceptées entre un nombre 
quelconque de droites OA , OB , OC , OD , menées par un 
même point 0, sont proportionnelles. 

Car les rapports de AB à A'B' et de BC à B'C sont 
égaux à celui de OB à OB'. De même les rapports de BC 
à B'C' et de CD à CD' sont égaux à celui de OC à OC 
• Donc on a 

AB _ BC _ CD _ 
A'B' B' C CD' 
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90. Bissectrice d'un angle. - — Si un angle M AN 
(fig. 58) est divisé en deux parties égales par AP, 
toute droite BG menée entre ses côtés sera coupée en 
deux parties BD, CD, proportionnelles aux côtés ad- 
jacents AB, AG. 

Menons BE parallèle à AD , jusqu'à sa rencontre en E 
avec le prolongement de AG ; on aura 

ang. CAD = ang. AEB, comme correspondants ; 
ang. BAD = ang. ABE, comme alternes-internes , 

et puisque les deux premiers membres de ces égalités 
sont égaux , les deux seconds le sont aussi , en sorte 
que le triangle isocèle ABE donne AB = AE. Ensuite , on 
a la proportion 

BD AE 

CD — AC 

qui devient, en remplaçant AE par son égal AB, 

BD AB 

CD — AG* 

On aurait de même , pour toute autre droite B' C' , ou 
B" C" , et* 

BJD ' AB[ B" D" _ AT 

G' D' AG' ' C" D" — AC" 99999 

91* Division d'une droite en parties égales. — 

S'il s'agissait de faire la bissection successive d'une 
droite, on pourrait mener une perpendiculaire à égale 
distance de ses extrémités , ce qui la diviserait en deux 
parties égales ; élevant ensuite des perpendiculaires sur 
les milieux de ces moitiés, on aurait les quarts; puis 
les huitièmes, et ainsi de suite indéfiniment. 

Mais , en général , la division d'une droite se fait par 
l'un ou l'autre des deux procédés suivants , appuyés sur 
les propositions des n° 85 et 8.9. 

1°. Par lîune des extrémités de la droite proposée AB 
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(fig. 59 ) on tire une droite auxiliaire AC sous un angle 
BAC qui ne soit ni trop grand ni trop petit ; puis, ayant 
porté sur AG, et à partir de A, des points arbitrairement 
équidistants , en nombre égal à celui des parties de AB, 
on joint le dernier point de division G, à l'autre extré^ 
mité B de AB ; enfin , par chacun de ces points de divi- 
sion, on mène à BG des parallèles, qui viennent couper 
AB en parties égales. 

2°. On porte les parties arbitraires et égales sur l'auxi- 
liaire A' B' (fig. 60) ; et sur cette* droite ainsi limitée on 
construit un triangle équilatéral OA'B'; puis on prend 
OA de longueur égale à la droite proposée , pour mener 
ensuite AB parallèle à A' B', et former ainsi un autre 
triangle équilatéral OAB, dont le côté AB, par exemple, 
est cette droite proposée elle-même. Il ne reste plus 
qu'à mener, par le point 0 et par chacune des divisions 
de A' B', des droites qui couperont AJ5 en parties égales" 

OS. Division «l'une droite en parties proportion 
nelles à d'antres — Si au lieu de diviser une droite 
AB en parties égales, on voulait la diviser en parties 
proportionnelles à des droites données m, n, », etc 
on ferait la somme de ces dernières (n° 1C) ; et cette 
somme étant représentée par AG ( fig. 59 ) ou 'par A'B 
(fig. 60), on mènerait les parallèles ou les droites con- 
courantes par les points de jonction de m, n , p y etc 
et AB se trouverait divisée dans les parties proportion- 
nelles demandées. 



©3. Quatrième proportionnelle a trois lignes 

données. — Soit à trouver l'inconnue x de deux rap- 
ports égaux ~ = i , dont les trois autres termes a , b , c 
sont des droites données. 
On trace, sous un angle quelconque, les droites ind 
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finies AB, AC, [fig. 56), puis on prend AD = a,DB = &, 
AE = c, on joint DE, et l'on mène à cette ligne la pa- 
rallèle BC : ce qui donne CE = x. 



CHAPITRE X11K 

DES TRIANGLES SEMBLABLES. 

»•!. Triangles semblables. — Deux triangles ABC, 
A'B' C (fig. 61 ) sont semblables, s'ils ont les côtés pro- 
portionnels. Ces côtés , qui se correspondent , sont dits 
homologues; on peut admettre qu'ils sont disposés dans 
le même ordre , car s'ils étaient placés dans un ordre in- 
verse , on les ramènerait au premier cas en retournant 
l'un des triangles sens dessus dessous (n° GO). 

En d'autres termes, deux triangles semblables ont la 
même forme et ne diffèrent que par l'étendue ; tellement 
que si Ton rendait égal un seul des trois couples de côtés 
homologues, les deux autres, qui leur sont proportion- 
nels, deviendraient aussi égaux chacun à chacun; et 
les triangles ayant tout à la fois la même forme et les 
mêmes dimensions , seraient égaux et superposables. 

In triangle, dont les côtés sont a, 6, c, étant donné, 
on en formera un second qui lui soit semblable et dont 
le côté donné a' soit l'homologue de a , en cherchant 
une quatrième proportionnelle ( n° OS ) aux trois termes 
a, a', 6, pour avoir le côté b' du second triangle; puis 
une quatrième proportionnelle aux trois termes a, a', c, 
pour avoir le côté c' du môme triangle. 

On établirait de même un troisième , un qua- 
trième, etc., triangle semblable au premier, en pre- 
nant successivement a", a'", etc. , pour les homologues 
de a. Et il résulterait de là que deux ou plusieurs trian- 
gles, respectivement semblables à ùn même premier 
triangle , sont semblables entre eux. 
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05. Triangles semblables sont équiangles. — 

Deux triangles semblables ABC, A'B'C {fig. 61) sont 
équiangles entre eux. 

Soit AB plus grand que A'B'; prenons AB" = A'B', 
et par le point B" menons B"G" parallèle à BC : le 
triangle AB'C", ainsi formé, sera semblable à ABC 
(n° 88); mais celui-ci est semblable à A'B'C : donc 
AB"C" et A'B'C sont semblables, et puisqu'ils ont un 
côté égal ils sont égaux (n° ©4). Or il est visible que 
les triangles ABC et AB" C" sont équiangles entre eux ; 
donc aussi ABC et A'B'C sont équiangles entre eux. 

©G. Triangles équiangles sont semblables. — 

Deux triangles ABC, A'B'C (fig. 61) équiangles entre 
eux sont semblables. 

Répétons la même construction : il en résultera deux 
triangles ABC, AB'C" semblables et par conséquent 
équiangles entre eux (n° 95); mais ABC et A'B'C sont 
équiangles entre eux : donc aussi AB" C" et A' B' C sont 
équiangles entre eux ; de plus , AB" = A' B' : donc ces 
deux derniers triangles sont égaux comme ayant un côté 
égal adjacent à des angles égaux chacun à chacun : donc 
ABC et A'B'C sont semblables. 

Deux triangles qui auraient deux angles égaux chacun 
à chacun, ayant par cela même leur troisième angle 
égal, seraient donc semblables entre eux. 

Il est facile de voir que , dans deux triangles sembla- 
bles, les côtés homologues sont opposés à des angles 
égaux , et réciproquement. 

07. Un angle égal et deux eôtés proportionnels. 

— Deux triangles ABC, A'B'C (fig. 61) sont semblables 
lorsqu'ils ont un angle égal, A = A', compris entre deux 
côtes proportionnels. 
La même construction donnera les deux triangles 



Digitized by Google 



DES TRIANGLES SEMBLABLES. 



semblables ABC , AB"C", pour lesquels on aura 

> 

AB _ AC . 
AB" ~~ AC 3 ' 

et puisqu'on a par supposition 

AB _ _AC_ 
A' B' A' C 

et qu'on a fait AB" = A'B', il en résultera AC" = A' C ; 
en sorte que les deux triangles ABC et AB"C" sont 
égaux comme ayant un angle égal compris entre des cô- 
tés égaux chacun à chacun : donc ABC et A' B' C sont 
semblables. 

Les triangles ABC, A'B'C seraient encore semblables 
si les deux côtés proportionnels x au lieu de comprendre 
l'angle égal A = A', étaient , l'un adjacent et l'autre op- 
posé à cet angle , de manière à former la proportion 

AB _ BC . 
A' B' B' C * 

car prenant AB" = A'B', AC" = A'C, et tirant B"C", on 
aura des triangles AB"C" et A'B'C' égaux comme ayant 
un angle égal , A = A', compris entre des côtés égaux 
chacun à chacun. Puis , à cause de la proportion ci-des- 
sus , BC et B" C" seraient parallèles , ce qui établirait la 
similitude des triangles proposés. 

tM*. Triangles a côtés parallèles ou perpendiculai- 
res sont semblables. — La similitude de deux triangles 
a donc lieu dans trois cas , savoir : 1° proportionnalité des 
côtés; 2° égalité des angles; 3° égalité d'un angle entre 
côtés proportionnels. 

Le second de ces cas comprend celui de deux triangles 
à côtés parallèles et de deux triangles à côtés perpendi- 
culaires. Mais ayant vu (n* ©S et GO) que des angles à 
côtés, soit parallèles, soit perpendiculaires , sont égaux 
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ou suppléments l'un de l'autre, il faut s'assurer ici que 
la similitude des triangles a toujours lieu. 

Et d'abord, soit le triangle ABC (fig. 62) aux côtés 
duquel on doit mener des parallèles. Par un point quel- 
conque A' menons à AB et AC les parallèles respectives 
et indéfinies B'A'B"et C'A'C", que l'on coupera arbi- 
trairement par un système de droites B'C', B"C" f etc., 
parallèles à BC : on aura ainsi formé tous les triangles 
possibles A' B'C, A'B"C", etc., ayant leurs côtés respec- 
tivement parallèles à ceux de ABC. Les uns, A' B' C, etc., 
sont situés au-dessous de A' et ont les côtés dirigés 
comme ceux de ABC ; les autres , A' B" C", etc. , sont 
placés au-dessus de A' et ont les côtés dirigés en 
sens inverses de ceux de ABC. Dans l'un et l'autre cas, 
leurs angles sont égaux, chacun à chacun, aux angles 
de ABC , et ils sont dès lors semblables à ce dernier 
triangle. On voit en même temps pourquoi les côtés 
B'C, B"C", etc., ne peuvent être opposés aux angles 
supplémentaires B' A' G", B" A' C. 

En second lieu , faisons pivoter tous ces triangles au- 
tour de A', d'un quart de tour dans un sens ou dans 
l'autre : leurs côtés deviendront respectivement perpen- 
diculaires à ceux de ABC , sans que leur similitude avec 
ce triangle en soit altérée. 

Donc on ne peut former, soit avec des parallèles, soit 
avec des perpendiculaires , que des triangles semblables 
à ABC. Donc Tous les triangles à côtés parallèles ou per- 
pendiculaires chacun à chacun sont semblables. Et dans 
ces triangles , les côtés parallèles , ou les côtés perpen- 
diculaires sont les homologues. 

©9. Triangle rectangle en deux antres sembla- 
bles.— Si du sommet A {fig. 63 ) de l'angle droit d'un 
triangle rectangle, on abaisse une perpendiculaire AD 
sur l'hypoténuse, il en résulte les trois propositions sui- 
vantes : 
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1°. Les deux triangles partiels ABD, ACD sont sembla- 
bles au triangle total et semblables entre eux. Car les 
triangles ABD et ABC ont un angle commun B et chacun 
un angle droit , ce qui les rend semblables. Il en est de 
même des triangles ACD et ABC. Les triangles partiels , 
semblables au triangle total , sont donc aussi semblables 
entre eux. 

2°. Chaque côté de Vangle droit BAC est moyen propor- 
tionnel entre l'hypoténuse entière et la partie adjacente 
à ce côté. Car les côtés homologues des triangles par- 
tiels , comparés tour à tour avec le triangle total , 
donnent 

BD AB CD AC 

AB BC ' AC BC ' 

d'où AB 2 = BC x BD , et AC* = BC x CD. 

3°. La perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle 
entre les deux parties de l'hypoténuse. C'est ce qui ré- 
sulte de la comparaison des deux triangles partiels, dont 
les côtés homologues donnent 

BD AD 

X5 = d ' où AD * = BD x CD - 

On reviendra, au n° ISO, sur ces propriétés du 
triangle rectangle, pour en tirer plusieurs conséquences 
importantes. 

lOO. Moyenne proportionnelle entre deux droites* 

— On obtient une moyenne proportionnelle entre deux 
droites données m et n {fig. 64) par l'application de l'un 
ou l'autre des deux derniers paragraphes du numéro 
précédent, sachant d'ailleurs (n° 79) que le milieu 
de l'hypoténuse d'un triangle rectangle est le centre de 
la circonférence passant par les trois sommets de ce 
triangle. 

Car prenant , sur une même droite , BD — m et 
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CD = n, puis élevant par le point D la perpendiculaire 
AD sur BC, jusqu'à sa rencontre en À avec la circonfé- 
• rence décrite du milieu 0 de BG et d'un rayon OB = 0C t 
le triangle BAC sera rectangle en A, et AD moyenne pro- 
portionnelle entre BD ou m et CD ou n. 

Autrement , prenons BD = m et BC = n ; et , par le 
point C, élevons la perpendiculaire C'A' jusqu'à sa ren- 
contre en A' avec la circonférence décrite du milieu 0 
de BD et d'un rayon O B = O'D. Le triangle BA'D sera 
rectangle en A', et le côté A'B moyen proportionnel 
entre BD ou m et BC ou n. 

lOl. Faire un triangle semblable à un autre. — 

On a déjà vu ( n° ©1 ) la manière de faire , sur un côté 
donné , un triangle semblable à un autre , en construi- 
sant deux quatrièmes proportionnelles à trois droites. 
La solution est plus simple par les angles égaux. Ainsi 
ABC ( fig. 61 ) étant le triangle donné , dont le côté BC 
doit avoir pour homologue B' C, aux deux extrémités de 
celui-ci on fera les angles B' et C, respectivement égam 
à B et C , et A' B' C sera le triangle demandé. 



CHAPITRE XIV. 

DES POLYGONES SEMBLABLES. 

♦ 

lOS. Polygones semblables. — On nomme poly- 
gones semblables deux polygones qui peuvent se décom- 
poser enam même nombre de triangles semblables cha- 
cun à chacun et disposés de la même manière. Si la 
disposition des triangles était inverse, il suffirait de 
retourner un des polygones sens dessus dessous. 

Les sommets et les côtés qui se correspondent sont 
dits homologues. En général, tout point pris sur l'un des 
polygones a son homologue sur l'autre , et toute droite 
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tracée dans le premier a son homologue dans le second* 
Ces points homologues ont pour caractère d'être situés 
à des distances proportionnelles des sommets homolo- 
gues; et ces lignes homologues, de joindre des points 
homologues. # 

En d'autres termes, deux polygones semblables ont la 
même forme et ne diffèrent plus que par leur étendue ; 
tellement que si deux lignes homologues quelconques 
détiennent égales, toutes les autres le deviennent en 
même temps , et les polygones ayant tout à la fois même 
forme et mêmes dimensions, sont égaux et superpo- 
sables. 

i 

MIS, l'on séquences de la similitude. — Deux po- 
lygones semblables ABGDE, A'B'C'D'E' {fig. 65) ont les 
côtés proportionnels et les angles égaux chacun à cha- 
cun. 

En effet , les triangles de l'un étant chacun à chacun 
semblables aux triangles de l'autre , ces triangles auront 
deux à deux les côtés proportionnels et les angles égaux 
chacun à chacun ; et comme ces triangles ont de proche 
en proche les diagonales AG et A' C, AD et A' D', pour 
côtés communs , il s'ensuit que tous les côtés sont propor- 
tionnels. De plus , les angles des polygones sont égaux 
chacun à chacun , comme étant , ou ceux des triangles 
&ux-mêmes, ou formés d'angles égaux de ces triangles. 

Cette démonstration suppose que les polygones sont 
décomposés en triangles par des diagonales ; mais il est 
fecilede voir qu'elle s'appliquerait également à toute 
lécomposition en triangles faite pau d'autres lignes ho- 
mologues. • 

104. Conditions de la similitude. — Réciproque- 
nent, deux polygones ABGDE, A'B'C'D'E' {fig. 65) sont 
semblables lorsqu'ils ont les côtés proportionnels et les 
ingtes égaux chacun à chacun. 
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Menons de deux sommets homologues À et A', des dia- 
gonales à tous les autres sommets. Les deux premiers 
triangles ABC et A' B' C seront semblables comme ayant 
un angle égal, B = B', compris entre deux côtés propor- 
tionnels; alors le ^port des diagonales AC et A' C est le 
même que celui des côtés , et de plus on a 

ang. BCA = ang. B'C'A', d'où ang. ACD = ang A'C'D' ; 

puisque leur somme donne les angles C et C des poly- 
gones. Les triangles suivants ACD et A' C D' sont donc 
semblables , par la môme raison que ci-dessus ; et ainsi de 
suite pour tous les autres triangles des polygones , qui 
seront formés d'un même nombre de triangles sembla- 
bles chacun à chacun. 

105. Conséquences et applications. — Il est aisé 

de tirer des deux propositions précédentes les consé- 
quences et applications suivantes r 

1°. Les diagonales menées par deux sommets homo- 
logues quelconques sont proportionnelles aux côtés des 
polygones semblables ; et , par suite , elles sont toutes 
proportionnelles entre elles. De plus , elles font , soit 
entre elles , soit avec les côtés des polygones , des an- 
gles égaux chacun à chacun. 

2°. Il en est de même de deux lignes homologues 
quelconques , autres que les diagonales : elles sont pro- 
portionnelles aux côtés des polygones et font avec ceux-ci 
et entre elles des angles égaux chacun à chacun. 

3°. Toutes les parties , triangles ou autres polygones , 
dans lesquelles on aura décomposé deux polygones 
semblables, par le moyln de lignes homologues , sont 
semblables entre elles. 

4°. Cela posé , de la théorie des proportions il ré- 
sulte , qu'à deux lignes homologues quelconques de 
deux polygones semblables , sont proportionnelles les 
sommes ou les différences de deux autres lignes homo- 
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logues , les sommes d'autant de lignes homologues que 
l'on voudra , et par exemple les contours ou périmètres 
de deux polygones. 

5°. Parmi les polygones semblables , on remarque les 
suivants : 

Ceux qui ont les côtés proportionnels respectivement 
parallèles, dirigés dans les mêmes sens ou en sens con- 
traires , puisqu'il en résulte des angles égaux chacun à 
chacun ; 

Les parallélogrammes qui ont deux côtés consécutifs 
proportionnels et également inclinés ; 

Les rectangles qui ont les côtés proportionnels ; 
Les losanges qui ont un angle égal ; 
Tous les carrés; 

Et tous les autres polygones réguliers d'un même 
nombre de côtés. 

f Otti Remarques générales sur la similitude. — 

11 résulte des n os ©5 et ©6 que , dans les triangles , la 
proportionnalité des côtés conduit à l'égalité des angles, 
et réciproquement que l'égalité des angles entraîne 
la proportionnalité des côtés. Il est donc à peu près 
indifférent de faire reposer la définition des triangles 
semblables sur l'une ou sur l'autre de ces conditions. 
Nous avons préféré la première, parce que c'est sur la 
proportionnalité des côtés et par suite sur leur change- 
ment de longueur que l'esprit se porte tout d'abord ; 
tandis que l'égalité des angles pourrait annoncer tout 
aussi bien l'égalité des triangles que leur similitude dans 
le sens ordinaire du mot. 

Il serait moins rationnel de poser à priori les deux 
conditions, parce que leur dépendance mutuelle ne 
serait pas encore démontrée, et qu'après cette démons- 
tration Tune des conditions devient surabondante. 

Il est vrai qu'en passant aux polygones semblables 
les deux conditions sont nécessaires , si l'on ne décom- 
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pose pas ces polygones en triangles. Alors, pour éviter 
cette sorte de contradiction , il faut , ainsi que nous 
l'avons fait, considérer les polygones semblables comme 
composés de triangles semblables ; et ainsi que nous le 
ferons ( n° 24 4 ) , considérer les polyèdres semblables 
comme composés de tétraèdres semblables. De cette ma- 
nière, on conserve l'unité de la méthode , sans jamais 
aller au delà de ce qui est nécessaire et suffisant pour 
rappliquer. 

I07. Faire un polygone semblable à un autre. 

— Il s'agit de faire un polygone semblable à ABCDE 
(fig. 65) sur A' B' donné comme l'homologue de AB. 

On place A'B' parallèlement à AB, pour mener en- 
suite A' G et B' G' respectivement parallèles à AC et BC : 
d'où résulte un premier triangle A' B' G semblable à ABC. 
On obtient un second triangle A' CD' semblable à ACD, 
en menant A' D' et G D' parallèles à AD et CD , et ainsi 
de suite de proche en proche, ce qui se fait aisément en 
menant toutes ces parallèles au moyen d'une équerre 
glissant sur une règle ( n° 70 ). 

On accélère encore cette construction en portant A' B' 
sur son homologue AB, en A6; puis menant de proche 
en proche , bc parallèle à BC , cd parallèle à CD , de pa- 
rallèle à DE : en sorte que kbcde est le même polygODe 
que A'B' C'D'E'. 

Lorsque les polygopes ne doivent pas être sur le 
même plan, on recourt aux lignes proportionnelles pour 
faire des triangles semblables ; et alors on emploie 
divers instruments que nous décrivons aux numéros 
suivants. 

f OS. Compas de réduction. — Il est représenté par 
la fig. 66 , et formé de deux branches égales Aa et B6, 
terminées en pointe à chacun de leurs bouts. Le cen- 
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tre 0, autour duquel tournent ces branches, se déplace 
à volonté, au moyen d'un axe glissant en deux rainures 
pratiquées à travers ces mêmes branches ; mais ce centre 
est toujours à l'intersection des deux droites \a et B6 
qui joignent les pointes de chaque branche, à égales 
distances de A et de B , et par suite de a et de 6. Alors 
si les petites branches Oa et Ob sont moitiés, par exem- 
ple , des grandes branches OA , OB , tout écartement ab 
des premières sera moitié de Pécartement correspon- 
dant AB des secondes , eu égard à la similitude des trian- 
gles Oab et OAB. 

flOO. Compas de proportion. — C'est une fausse 
équerre (fig. 9) ayant les deux branches OA, OB, di- 
visées en mêmes parties égales , à partir du sommet 0 de 
l'angle, qui fait l'office de pivot ou de charnière. Si, par 
exemple , on voulait réduire une droite dans le rapport 
de 7 à 3 , on écarterait les deux points de division mar- 
qués 7 , d'une quantité égale à cette droite ( et cela au 
moyen d'un compas ordinaire ) ; et alors on prendrait 
l'écartement des deux points de division marqués 3 pour 
l'homologue de la droite donnée. 

f f O. Échelle de réduction. — Quand les lignes à 
réduire sont exprimées en nombres de plusieurs chiffres, 
par exemple en unités , dizaines et centaines de mètres, 
comme dans l'arpentage, on a recours à des échelles de 
réduction, dont chacune ne réduit que suivant un cer- 
tain rapport, de 1000 à î, de 2000 à 1 , de 5000 à 
1 , etc. 

Pour établir l'échelle de 1000 à 1, on part de cette 
supposition que 1 mètre sur le terrain est représenté par 
1 millimètre sur le plan ( ou figure semblable au ter- 
rain ). Alors , le long d'une première droite AB (fig. 67 ), 
on marque des centimètres, ou dizaines de millimètres, 
ffont les points de division 10, 20, 30,. . . indiquent tout 
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autant de dizaines de mètres. Pour estimer les mètres , 
on mène à AB dix parallèles arbitrairement équidistantes, 
marquées 1-1 , 2-2 , 3-3 , ... , sur les perpendiculaires 
AG et BD; et la dernière CD est divisée comme AB. Enfin, 
on joint les divisions 0-10, 10-20, 20-30 ,... par des 
droites obliques, dont les intersections avec la première 
parallèle avancent de 1 millimètre dans le sens AB , de 
2 millimètres avec la seconde parallèle , de 3 millimètres 
avec la troisième , et ainsi de suite , ces millimètres sur 
réchelle représentant des mètres sur le terrain. Il est 
évident que , d'une parallèle à la suivante , on avance 
par fraction de millimètre , représentant les mêmes frac- 
tions de mètre. 

Au rectangle ABDC, donnant des longueurs exprimées 
en dizaines, unités, et dixièmes pris à vue, on ajoute 
sur la droite autant de rectangles égaux à celui-là qu'on 
veut avoir de centaines; et alors on ne prolonge que 
les parallèles, sans les couper par des transversales 
obliques. 

fil. Planchette d'arpentage. — Pour lever le plan 
d'un terrain, c'est-à-dire construire une figure sem- 
blable à ce terrain , sur une échelle plus ou moins ré- 
duite , il faut mesurer les angles que font entre elles les 
lignes tracées sur ce terrain , puisque ces angles doivent 
être les mômes sur le plan. 

A la rigueur, on peut s'en dispenser; mais alors on 
devra mesurer tous les côtés des triangles dans lesquels 
on aura subdivisé le terrain , pour en faire de sembla- 
bles sur le plan. On préfère mesurer , tantôt des angles 
et tantôt des côtés. 

On mesure les angles à l'aide du graphomètre , qui 
est un rapporteur ( n° 39 ) de construction et de dimen- 
sions particulières; ou bien avec la boussole, formée es- 
sentiellement d'une aiguille aimantée, pivotant libre- 
ment sur le centre d'un cercle divisé. Mais la planchette 
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supplée à ces deux instruments et dispense môme de 
toute échelle de réduction, après qu'on y a figuré une 
base ( n* 75 ). 

On prendra pour cette base , si c'est possible , une des 
diagonales AE {fig. 68) de la figure polygonale ABCDEF 
qu'offre le terrain , et qu'on marquera , proportionnelle- 
ment réduite , en ae sur un papier collé à la planchette 
MN. Celle-ci étant rendue horizontale est censée en con- 
tact avec le terrain , supposé lui-même de niveau, et la 
base réduite ae est maintenue dans l'alignement de la 
base réelle AE lorsque la planchette est portée de A en E. 
En A, on fait rayonner de a des droites vers les autres 
sommets du polygone ABCDEF. En B, on fait rayonner de 
6 des droites vers les sommets du même polygone. Alors 
l'intersection mutuelle de deux droites ainsi dirigées vers 
le même point B du terrain, donne sur la planchette son 
homologue b, à cause de la similitude des triangles ABE, 
abe ; il en est de même des autres points C , D , E , qui 
ont pour homologue c , d, e ; en sorte que abcdef est un 
polygone semblable à ABCDEF, et construit sur une 
ligne ae prise pour l'homologue de AE. 

f f Similitude des lignes brisées. — Dans l'ar- 
pentage , on n'a pas à figurer seulement des contours 
polygonaux, mais encore des lignes brisées, comme les 
détours d'un chemin et les sinuosités d'un cours d'eau , 
qui fie rentrent pas sur eux-mêmes. Il est vrai qu'une 
ligne brisée peut être rendue polygonale en joignant ses 
deux extrémités par une droite ; mais , sans recourir à 
cet artifice , qui aurait souvent l'inconvénient de trans- 
former une ligne brisée en plusieurs lignes polygo- 
nales, on peut aisément établir les propositions sui- 
vantes : 

1°. Deux lignes brisées sont semblables si, fermant 
leurs angles par autant de lignes droites , on obtient des 
triangles semblables chacun à chacun et disposés de la 
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môme manière. Ainsi les lignes brisées ABCDE, A'B'C'D'E' 
(fig. 69) sont dites semblables, si les triangles ABC, 
BCD, CDE sont respectivement semblables aux triangles 
ABC, BCD', C'D'E'. 

2°. Alors on trouve que les côtés de ces lignes brisées 
sont proportionnels , et que leurs angles sont égaux 
chacun à chacun. 

3°. Réciproquement, deux lignes brisées sont sem- 
blables lorsqu'elles ont les côtés proportionnels et les 
angles égaux chacun à chacun (les côtés étant, bien en- 
tendu, dirigés dans le même sens ou en sens contraire). 

U°. On peut , sur un premier côté donné , construire 
une ligne brisée qui soit semblable à une autre , soit en 
formant une chaîne de triangles semblables chacun à 
chacun , soit en prenant des côtés proportionnels , pa- 
rallèles chacun à chacun et dirigés dans le même sens 
ou en sens contraire. 1 

5°. Inutile de faire observer que les sommets et les 
côtés qui se correspondent , sont les homologues ; que 
chaque point d'une des lignes brisées a son homologue 
sur l'autre ; que deux lignes homologues joignent des 
points homologues; que ces lignes forment, deux à 
deux , les mêmes angles ; qu'elles sont toutes propor- 
tionnelles entre elles, et chacune proportionnelle à la 
longueur totale de la ligne brisée dont elle fait partie. 



CHAPITRE XV. 

DE LA MESURE DES AIRES. 

113. Définitions. — En termes vulgaires, on nomme 
base la face inférieure d'un corps, celle par laquelle 
il repose , avec ou sans intermédiaire , sur le sol ; et 
pour plus de stabilité , on rend cette base horizontale. 
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Alors la hauteur du corps est la longueur êe la perpen- 
diculaire abaissée du point culminant sur le plan de la 
base : cette perpendiculaire se confond ici avec la ver- 
ticale. 

Par imitation, on nomme base, le côté inférieur d'un 
polygone dont le plan est vertical, ou censé vertical ; et 
hauteur, la perpendiculaire abaissée du point le plus 
éloigné sur cette base , que Ton prolonge s'il est néces- 
saire. 

On considère plus particulièrement une base et une 
hauteur dans les triangles , dans les parallélogrammes 
(rectangles, losanges et carrés compris), et dans les 
trapèzes. 

Dans les triangles , on peut prendre indistinctement 
un des trois côtés pour base ; et la hauteur est la per- 
pendiculaire abaissée sur cette base, du sommet de 
l'angle qui lui est opposé. 

Dans les parallélogrammes , on peut considérer simul- 
tanément deux côtés parallèles comme deux bases éga- 
les , l'une inférieure et l'autre supérieure ; et la hauteur 
est la perpendiculaire menée entre les deux bases. Dans 
les rectangles, deux côtés adjacents peuvent être consi- 
dérés, l'un comme la base et l'autre comme la hauteur. 
Enfin , clans les carrés , le côté est tout à la fois base et 
hauteur. 

Quant aux trapèzes, ses deux côtés parallèles sont 
toujours considérés comme deux bases (n° 89) , l'une 
grande que l'on prend pour l'inférieure , l'autre petite ou 
supérieure. La hauteur est la perpendiculaire commune 
menée entre ces deux bases. 

Dans tous ces cas particuliers (triangles, parallélo- 
grammes et trapèzes) , la base et la hauteur correspon- 
dante forment ce qu'on appelle les deux dimensions de 
la surface , parce qu'elles sont nécessaires et suffisantes 
pour conclure l'étendue ou l'aire de cette surface, ainsi 
qu'on le verra bientôt. 



* 
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Nous avons vu (n° 4) qu'il y a deux choses à consi- 
dérer dans une surface : sa forme et son étendue. 

Deux surfaces qui ont la même forme , et qui diffèrent 
en étendue , sont ce que nous avons appelé des figures 
semblables. 

On les nomme surfaces équivalentes si elles ont la 
même étendue ou des aires égales , tout en différant par 
la forme. 

On réserve la dénomination de surfaces égales à celles 
qui, ayant mêmé forme et même étendue, peuvent se 
superposer dans toutes leurs parties. 

Ce qui suit est consacré à la détermination de l'éten- 
due ou de Taire des surfaces polygonales. 

114. Proportionnalité entre Taire d'un rectangle 
et l'une de ses dimensions. — Deux rectangles de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs; et deux 
rectangles de même hauteur sont entre eux comme leurs 
bases. 

Cela revient à constater la proportionnalité entre l'aire 
d'un rectangle et chacune de ses dimensions. Soient AM , 
A' M' {fig. 70} deux parallèles , entre lesquelles on mène 
des perpendiculaires équidistantes AA', BB', CC, etc. 
On aura ainsi formé des rectangles AA' B'B, BB'C'C, etc., 
tous égaux entre eux; car si l'on porte, par exemple, le 
premier sur le troisième, en plaçant AB sur son égal CD, 
A A tombera sur CC comme ayant même direction (per- 
pendiculaires à AM ) et même longueur (parallèles en- 
tre parallèles) ; BB' tombera aussi sur DD', et par suite 
A' B' sur C D'. 

Si donc l'on considère AA' comme la hauteur d'un 
rectangle AA' M' M qui a sa base en AM , on voit qu'à 
des portions égales et aussi petites que l'on voudra 
de cette base , correspondent des portions égales de la 
surface du rectangle. En déplaçant la figure d'un quart 
de tour, on pourra considérer AA' comme la base du 
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même rectangle , et à des portions égales de la hauteur 
AM , correspondront alors des portions égales de la sur- 
face. Il y a donc proportionnalité entre la surface d'un 
rectangle et chacune de ses dimensions prise séparé- 
ment. . 

115. Rapport de deux rectangles quelconques. — 

Deux rectangles quelconques sont entre eux comme les 
produits de leurs bases par leurs hauteurs. 

Soit S la surface ou Taire du premier rectangle, dont 
la base est B et la hauteur H. Soient aussi désignées par 
s y b et h la surface , la base et la hauteur du second rec- 
tangle. On supposera un troisième rectangle ayant la 
base B du premier et la hauteur h du second , et dont la 
surface sera représentée par R. 

Les premier et troisième rectangles , ayant même base 
B , seront entre eux comme leurs hauteurs H et h ; les 
deuxième et troisième , ayant même hauteur h , seront 
entre eux comme leurs bases B et b : d'où les deux pro- 
portions: 

S _ H . R B 

R H T 6 * 

Multipliant ces deux proportions ou égalités , membre à 
membre, et supprimant le facteur R, commun aux deux 
termes de la première fraction , il vient 

. S _ B x H 
s b x h * 

ce qui veut dire qu'en effet le rapport des deux rectan- 
gles est le même que le rapport des produits de leurs 
bases par leurs hauteurs. 

If O. Mesure du rectangle.-— Tout rectangle a p>ur 
mesure le produit de sa base par sa hauteur. 
La proportion établie au numéro précédent peut se 

4. 
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mettre sous la forme 

S H H 

s ~ b x h ' 

Si Ton rend égale à l'unité linéaire , tant la base 6 que 
la hauteur h du rectangle s, celui-ci deviendra un carré 
ayant l'unité pour côté; si, en outre, on prend ce carré 
pour unité de surface , il viendra 

S B H 

- = j x j , ou simplement S = B x H. 

Cela signifie que le rapport du rectangle S à l'unité 
superficielle est égal au produit des rapports des di- 
mensions B et H à l'unité linéaire ; ou , en termes abrégés , 
que le rectangle est proportionnel au produit de sa base 
par sa hauteur; et en conséquence il peut être me- 
suré par ce produit, qui devient le carré d'un nombre si 
le rectangle se change en un carré géométrique. 

117. Mesure du parallélogramme. — Tout paral- 
lélogramme a pour mesure le produit de sa base par sa 
hauteur. 

Car un parallélogramme, tel que ABCD (fig. 71), est 
équivalent au rectangle ABEF qui a même base AB et 
même hauteur AF. En effet, les triangles ADF et BCE étant 
égaux comme ayant en A et B un angle à côtés égaux et 
parallèles , si , à la partie ABED commune aux deux figu- 
res, on ajoute d'une part ADF, on reproduira le rectan- 
gle, et d'autre part BCE, on reproduira le parallélo- 
gramin 

Dans la fig. 72, à la partie commune ABG il faut 
ajouter d'une part le triangle ADF diminué de DEG pour 
avoir le rectangle, et d'autre part le triangle égal BCE 
diminué de DEG pour avoir le parallélogramme. 

Donc le parallélogramme est équivalent au rectangle 
de même base et de même hauteur, et a dès lors la même 
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mesure, c'est-à-dire le produit des deux dimensions 
AB, BE. 

Mais, au lieu de ces deux dimensions, on pourrait 
prendre BC et GH , la première BG étant un des côtés 
obliques à la base AB, et la seconde GH une section 
perpendiculaire à ces côtés obliques. 

U résulte de là que deux parallélogrammes de même 
base , ou de même hauteur , sont entre eux comme leurs 
hauteurs , ou comme leurs bases. Et si ces figures n'ont 
aucune dimension commune, elles seront entre elles 
comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs. 

11$. Mesure du friau^le. — Tout triangle a pour 
mesure la moitié du produit de sa base par sa hauteur. 

En effet, le triangle proposé ABC (fig. 73) étant la moi- 
tié du parallélogramme ABEC qui a môme base AB et 
même hauteur CD (n° 18) , il doit avoir pour mesure la 
moitié de celle du parallélogramme. 

Donc aussi deux triangles de même base, ou de même 
hauteur, sont entre eux comme leurs hauteurs, ou 
comme leurs bases ; et ils seront entre eux comme les 
produits de leurs bases par leurs hauteurs , s'ils n'ont 
ni la même base ni la même hauteur. 

Il résulte encore de là que tous les triangles ABC , ABC, 
ABC". . . (fig. 1U) qui ont la même base AB et leurs som- 
mets sur une même parallèle à cette base, sont équiva- 
lents; car ils sont moitiés de parallélogrammes tous 
équivalents (n° HT). 

Mesure du trapèie. — Tout trapèze a pour 
mesure le produit de la demi-somme de ses bases par sa 
hauteur. 

En efïet, si l'on mène la diagonale BD [fig. 51 ) , on dé- 
composera le trapèze ABCD en deux triangles, l'un ABD 
ayant pour base AB, l'autre BCD aj ant pour base CD, et 
tous deux pour hauteur celle du trapèze. 
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Il résulte du n° S» que Le trapèze a aussi pour mesure 
sa hauteur multipliée par la droite qui joint les milieux 
des côtés non parallèles. 

MO. Mesure d'au polygone quelconque. — Il est 

facile d'évaluer Taire d'un polygone quelconque en le 
décomposant en triangles (n° Tfc ), ou en trapèzes (n° 83). 

On peut aussi commencer par changer le polygone en 
un triangle équivalent, comme on l'expliquera au nu- 
méro suivant. 



191. Transformer un polygone en un triangle. 

— Si l'on peut transformer le polygone quel qu'il soit en 
un autre qui ait un côté de moins, il sera facile d'arriver 
à un triangle équivalent au polygone proposé. Soit pour 
exemple le pentagone ABCDE {fig. 75). Menons la dia- 
gonale CE, puis sa parallèle DD' terminée au prolonge- 
ment de AE, enfin CD' : le quadrilatère ABCD' sera 
équivalent au pentagone ABCDE, vu que les triangles 
CDE et CD'E sont équivalents comme ayant même base 
et même hauteur. 



f Transformer tout polygone en un carré. — 

On commencera par transformer le polygone en un 
triangle (n° : soit B la base et H la hauteur de ce 
triangle. La moyenne proportionnelle (n° too) entre B 
et % - II, ou entre H et ~ B, sera le côté du carré équiva- 
lent. 

Si le polygone proposé est un parallélogramme quel- 
conque, on cherchera immédiatement entre sa base et 
sa hauteur une moyenne proportionnelle, qui sera le 
côté du carré équivalent. 

Enfin, si l'on propose un trapèze, on prendra la 
moyenne proportionnelle entre sa hauteur et la deini- 
somme de ses bases. 
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1*£3. Foire an rectangle équivalent à un autre. 

— Sur une base donnée B', il s'agit de faire un rectangle 
équivalent à un autre rectangle donné , celui-ci ayant B 
pour base et H pour hauteur. 

La hauteur H r du nouveau rectangle sera la quatrième 
proportionnelle aux trois lignes B', B, H. 

On ferait, delà même manière, un triangle équivalent 
à un autre , sur toute base donnée. 



CHAPITRE XVI: 

WJ RAPPORT DES AIRES. 

1*1. Rapport de deux triangles ayant un angle 
égal. — Deux triangles qui ont un angle égal, sont pro- 
portionnels aux rectangles (ou produits) des côtés qui 
comprennent l'angle égal. 

Après avoir fait coïncider l'angle égal A (fig. 76 et 77) 
des deux triangles ABC, ADE, il peut se faire que les 
côtés BC , DE opposés à cet angle ne s'entrecoupent pas 
{fig- 76), ou s'entrecoupent (fig. 77). Dans l'un et l'au- 
tre cas, si Ton mène BE, les triangles ABC, ABE pourront 
être considérés comme ayant respectivement pour bases 
AC , AE ; ils auront donc pour hauteur commune la per- 
pendiculaire abaissée du sommet commun B sur la ligne 
des bases, et seront par conséquent proportionnels à 
leurs bases (n° 118), en sorte qu'on aura 

ABC AC 
ABE ~~ AE' 

En comparant de même les triangles ABE, ADE, on aura 

ABE _ AB 
ADE ~ AD' 

Multipliant ces égalités entre elles, et supprimant 
dans les termes du premier rapport le facteur commun 



Digitized by 



86 



DU RAPPORT DES AIRES. 



ABE, on aura 

ABC _ AB x AC 
ADE ~ AD x AE ' 

ce qui était à démontrer. 

1*5. Rapport de deux triangles semblables. — 

Deux triangles semblables ABC, A'B' C (fig. 61) sont 
proportionnels aux carrés de leurs côtés homologues. 
Par la proportionnalité des côtés on a 

AB _ AC 

AB' — A'C" 

ou, en multipliant ces deux rapports par le second, 

, AB X AC _ _AC*_ 
A B' x A'C A'C' 2 ' 

Mais d'après le numéro précédent, les triangles sont 
entre eux comme les produits AB x AC et A' B' x A' G' 
des côtés qui comprennent l'angle égal, A = A' : on aura 
donc, en substituant, 

ABC _ AC 2 
AB C ~ A'C' 2 ' 

ce qu'il fallait démontrer. Il s'ensuit que les triangles 
sont proportionnels aux carrés de deux lignes homolo- 
gues quelconques , bases, hauteurs, etc. 

!£G. Rapport de deux polygones semblables. — 

Deux polygones semblables sont proportionnels aux car- 
rés de leurs côtés homologues. 

En effet ces polygones sont formés de triangles sem- 
blables deux à deux et proportionnels aux carrés de 
leurs côtés homologues. Mais tous ces côtés , et par suite 
leurs carrés , sont proportionnels entre eux. Donc tous 
ces triangles sont, chacun à chacun, proportionnels aux 
carrés de deux côtés homologues quelconques. Donc 
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enfin, les sommes des triangles, ou les aires des deux 
polygones , sont entre elles comme les carrés de deux 
côtés homologues , et aussi comme les carrés de deux 
lignes homologues quelconques. 

i'IT. Carré de la soumit» de deux droites. — Le 

carré fait sur la somme de deux droites est équivalent 
au carré fait sur l'une, plus le carré fait sur Vautre, 
plus deux fois le wctangle fait sur lune et Vautre. 

Soient AB et BC ( fig. 78) les deux lignes données ; AG 
étant leur somme, son carré ACEG se composera en 
effet des parties suivantes : ABIH ou le carré de AB , 
DEFI ou le carré de BC ,BCDI et FGHI ou deux rectan- 
gles de AB par BC. 

1 Carré de la différence de deux droites. — 

Le carré fait sur la différence de deux droites est équiva- 
lent au carré fait sur l'une, plus le carré fait sur Vautre 
moins deux fois le rectangle fait sur l'une et Vautre. 

Soient encore AB et BC (fig. 78) les deux lignes don- 
nées. Si Ton porte BC en BC, on aura AC pour la diffé- 
rence des deux lignes , et le carré AC/ E' G' fait sur cette 
différence aura pour expression 

AC E' G' == ABIH — BC D'I — D'E'G'H; 

mais, au lieu de retrancher D'E'G'H, on peut retran- 
cher F'G'HI et ajouter D'E'F'I; donc 

AC E' G' = ABIH - BC D' I — F' G' III -h D' E' F' I. 

Or les deux termes additifs du second membre sont les 
carrés de AC et BC, et les deux termes négatifs sont des 
rectangles de AB par BC : ce qui justifie la proposition 
ci-dessus. 

Ileetiiiistle de la somme par la différence 
de deux droite». — Le rectangle f ait sur la somme et 
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la différence de deux droites est équivalent à la diffè- I 

rence des carrés faits sur ces lignes. I 

Soient toujours AB et BG (fig. 78) les deux droites I 

proposées ; leur somme AC étant prise pour la base d'un I 

rectangle , et leur différence AC pour la hauteur, le rec- I 

tangle sera AC E 'G' et aura pour expression ! 

ABIH — D' E' G' H — D' E' F' 1 + BCE" F'; I 

mais le second et le quatrième terme étant deux rec- 1 

tangles égaux, pris en signes contraires, il ne reste plus I 

pour l'expression du rectangle fait sur ces deux lignes I 

que ABIH — D' E' F' I , I 

c'est-à-dire le carré de AB moins le carré de BC. I 

130. Carré de l'hypoténuse. — Dans tout triangle I 

rectangle, le carré fait sur l'hypoténuse est équivalent I 

à la somme des carrés faits sur les deux côtés de l'angle I 

droit. I 

Soient ABC ( fig. 79) le triangle , rectangle en A , BCEF I 

le carré fait sur l'hypoténuse, ABGH et ACIK les carrés I 

faits sur les deux côtés de l'angle droit. I 

Du sommet A de l'angle droit abaissons AD perpendi- I 

culaire sur l'hypoténuse , et prolongeons cette perpen- I 

diculaire jusqu'en L à la rencontre de EF : le carré I 

BCEF se trouvera décomposé en deux rectangles BDLF I 

et CDLE. Menons de plus AF et CG. I 

Cela posé , les angles ABF et CBG sont égaux comme I 

étant respectivement composés d'un angle droit et d'une I 

partie commune ABC. De plus AB = BG et BF = BC 1 

comme étant deux à deux les côtés d'un même carré : I 

donc les triangles ABF et BCG sont égaux. Le premier I 

est moitié du rectangle BDLF , comme ayant môme base I 

BF et même hauteur BD; et le second est moitié du I 

carré ABGH, comme ayant même base BG et môme 1 

hauteur AB. Donc le rectangle BDLF équivaut au carré I 
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ABGH. On prouverait de même que le rectangle CDLE 
équivaut au carré ÀCIK. Donc les deux rectangles en 
question , ou le carré BCEF , équivaut à la somme des 
deux carrés ABGH et ACIK ; ce qui est l'énoncé de la 
proposition. 

l&l. Remarque et conséquences. — La proposition 

du numéro précédent peut se conclure immédiatement 
du deuxième paragraphe du n° 99 , puisque les deux 
relations 

AB 2 = BC x BD et AC 2 = BC x CD 

signifient, Tune, que le carré fait sur AB équivaut au 
rectangle de BC par BD (ou BDLF ) ; l'autre, que le carré 
fait sur AC équivaut au rectangle de BC par CD (ou 
CDLE). Au reste, si on les ajoute membre à membre, il 

vient AB 2 + AC 2 = BC x (BD + CD), 

c'est-à-dire AB 2 + AC 2 = BC 2 . 

On tire , en outre , les conséquences suivantes : 
1°. Le carré BCEF et les rectangles BDLF, CDLE, ayant 
même hauteur DL , sont entre eux comme leurs bases 
respectives BC , BD , CD. Bemplaçant les rectangles par 
les carrés équivalents , il y aura proportionnalité entre 
les trois carrés 

BCEF, ABGH, ACIK 
et les trois lignes respectives 

BC , BD , CD. 

2°. Dans le cas où les côtés AB, AC de l'angle droit 
deviennent égaux, leurs carrés le sont aussi, et celui de 
l'hypoténuse est le double de l'un ou de l'autre. Autre- 
ment dit , le carré fait sur la diagonale d'un carré est 
double de celui-ci; et, comme on ne peut obtenir la ra- 
cine carrée du nombre 2 , il arrive que le côté et la dia- 
gonale d'un carré sont deux lignes incommensurables 
entre elles. 
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3°. Si sur les côtés d'un triangle rectangle comme 
homologues on construit trois ligures semblables, la 
figure construite sur l'hypoténuse sera équivalente à la 
somme des figures construites sur les deux antres côtés; 
et chacune de ces dernières exprimera la différence 
entre les figures faites sur l'hypoténuse et sur le troi- 
sième côté. 

13£. Carré du côté d'un triangle opposé à un 

angle aigu. — Soit A {fig. 80 et 81) l'angle aigu et BC 
le côté opposé. Il pourra se faire qu'en abaissant sur 
AB la perpendiculaire AD , celle-ci tombe en dedans du 
triangle (fig. 80) ou en dehors (fig. 81). Dans le pre- 
mier cas, on aura BD = AB — AD ; et, dans le second 
cas , BD = AD — AB. Mais , dans l'un et l'autre cas , il 
en résultera ( n° f $8 ) 

BD 2 = AB 2 + AD 2 — 2AB X AD. 

Ajoutons aux deux membres CD 2 , et remarquons que 
BD 2 + CD 2 = BC 2 et que AD 2 + CD 2 = AG 2 ; il viendra 

BC 2 = AB 2 + AC 2 — 2 AB x AD ; 

telle sera la valeur du carré de BC, inférieure à la 
somme des carrés des deux autres côtés, de deux fois 
le rectangle AB x AD. 

133. Carré du cété d'un triangle opposé à un 

angle obtus. — Soit B (fig. 81) cet angle obtus opposé 
au côté AC. On aura AD = AB + BD , d'où (n° 1*7) 

AD 2 = AB 2 + BD 2 + 2 AB x BD; 

ajoutant CD 2 à chaque membre, et observant que l'on a 
AD 2 + CD 2 = AC 2 et que BD 2 + CD 2 = BC 2 , il viendra 

AC 2 = AB 2 + BC 2 + 2 AB x BD; 

c'est-à-dire que le carré de AC est supérieur à la somme 
des carrés des deux autres côtés, de deux fois le rectangle 
AB x BD. 
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131. Somme des earrés de deux eèté« d'an trian- 
gle* — On embrasse à la fois les deux propositions des 
n- f S* et 133, en menant CE {fig. 82) du sommet à la 
base d'un triangle ABC. Car l'angle AEC sera obtus , si 
son adjacent BEC est aigu ; auquel cas on aura 

BC 2 = CE* -+- BE 2 — 2 BE X DE, 
AC 2 = CE* AE 2 + 2AE x DE; 

d'où , en ajoutant membre à membre, 
AC 2 -+- BC 1 = 2 CE* + AE 2 + BE 2 + 2 (AE — BE) DE. 

Si le point E était le milieu de AB , on aurait AE = BE, 
ce qui réduit l'expression précédente à 

AC 2 + BC 2 = 2 CE 2 + 2 AE 2 . 

135* Carrés des cotés et diagonales d'an paral- 
lélogramme, — La proposition précédente , appliquée 
à un parallélogramme ABCD {fig. Ul ) dont les diagonales 
se coupent mutuellement en parties égales , donne , pour 
les triangles ABD et BCD , 

AB 2 + AD 2 = 2A0 2 + 2B0 2 , 
BC 2 -+- CD 2 = 2 CO 2 -H 2 BO 2 ; 

ajoutant membre à membre , et observant que AO = CO, 
BO = OD , d'où k AO 2 = AC 2 , U BO 2 = BD 2 , on a 

AB 2 + BC 2 + CD 2 + AD 2 = AC 2 + BD 2 , 

c'est-à-dire que la somme des carrés des côtés équivaut à 
la somme des carrés des diagonales. 

13G. Carrés des côtes et diagonales d'an quadri- 
latère. — La proposition du n° 13 1 , appliquée à un 
quadrilatère quelconque ABCD {fig. 83), dont les dia- 
gonales BD, AC sont chacune divisées en parties égales 
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en 0 et 0', donne 

pour ABD , AB 2 + AD 2 = 2 AO 2 -h 2 BO 2 , 

pour ABC , AB 2 + BG 2 = 2 BO' 2 + 2 AO 2 , 

pour BGD , BG 2 4- CD 2 == 2 CO 2 -t- 2 BO 2 , 

pour AGD, CD 2 + AD 2 = 2 DO' 2 + 2AO' 2 ; 

ajoutant membre à membre , divisant par 2 , et obser- 
vant que les triangles AOC et BO'D donnent aussi 

AO 2 -+-C0 2 = 200' 2 + 2AO' 2 , 
BO' 2 4- DO' 2 = 2 00' 2 + 2 BO 2 ; 

enfin, sachant que AO' = CO', d'où U \0' 2 = AC 2 , et que 
BO = DO , d'où k BO 2 = BD 2 , il vient 

AB 2 + BC 2 + CD 2 + AD 2 = AC 2 + BD 2 + h 00' 2 , 

c'est-à-dire que la somme des carrés des côtés équivaut à 
la somme des carrés des diagonales, plus quatre fois k 
carré de la droite qui joint les milieux de ces diagonales. 

137. Faire la somme ou la différence de poly- 
gones semblables. — La relation entre les carrés des 
côtés d'un triangle rectangle ( n°* 130 et 131 ) permet 

de résoudre immédiatement les questions suivantes: 

1°. Trouver un carré équivalent à la somme ou à la 
différence de deux carrés ; 1 
2°. Étant donnés deux polygones semblables, en cons- 
truire un autre qui leur soit semblable, et quivalent à 
leur somme ou à leur différence ; 

3°. Étant donné un nombre quelconque de carrés, 
ou de polygones semblables, construire un carré ou un 
polygone semblable aux premiers, et équivalent à leur ] 
somme ; 

Étant donnés des polygones dissemblables, si on 
les transforme en carrés (n° lfc£), on pourra ensuite 
trouver les sommes ou les différences de ceux-ci. 
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138. Polygones proportionnels à des droites» — 

Si les polygones sont dissemblables , on cherchera les 
côtés des carrés équivalents (n° !«*). S'ils sont sembla- 
bles, ils seront comme les carrés de leurs côtés homo- 
logues; en sorte que toutes les questions de ce genre 
aboutissent à celle-ci : 

Trouver en lignes le rapport de deux carrés. Sur les 
côtés indéfinis d'un angle droit MAN ( fig. SU ) , on pren- 
dra AB et AC respectivement égaux aux côtés des deux 
carrés ; on tirera BC , et sur cette ligne on abaissera , 
du sommet A, la perpendiculaire AD : les carrés faits sur 
AB et AC seront dans le rapport des segments adjacents 
BD et CD de l'hypoténuse BC ( n° 131), ou de deux 
autres segments B' D' et C D' appartenant à toute paral- 
lèle menée à BC. 

Si Ton demandait de trouver l'un des carrés, connais- 
sant l'autre et leur rapport en lignes , on ferait la somme 
de celles-ci, supposées B' D' et C D'; puis, sur B' C comme 
diamètre , on décrirait une demi-circonférence , rencon- 
trée en A par la perpendiculaire D'A élevée par D' sur 
B'C; on tirerait AB' et AC, et prenant AB égal au côté du 
carré connu ( correspondant à B' D' ) , on mènerait BC pa- 
rallèlement à B'C : d'où AC pour le côté du carré de- 
mandé , lequel doit correspondre à C D'. 

Si les deux polygones proposés étaient des rectangles, 
en désignant leurs bases par b, V, et leurs hauteurs res- 
pectives par h, h\ on poserait 

x bh 

% et y étant les deux lignes proportionnelles à trouver ; 
mais on peut prendre l'une d'elles arbitrairement, et po- 
ser par exemple y = b\ d'où 

bh 

X =1T> 
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en sorte que x serait la quatrième proportionnelle aux 
lignes h', h,b. 

139. Changer la forme d'un polygone. — Cons- 
truire un polygone X équivalent à un polygone donné P, 
et semblable à un autre polygone donné Q. En d'autres 
termes, donner à Pla forme de Q. 

On cherche les côtés p et q des carrés équivalents 
(n° ; et si a est un des côtés du polygone Q, l'homo- 
logue de X sera la U e proportionnelle aux lignes q, p, a. 

CHAPITRE XVII. 

DES CORDES, SÉCANTES ET TANGENTES. 

140. Cercle et elreonférenee coupé» également 
par un diamètre. — Tout diamètre AOA' (fig. 10) <fc 

vise le cercle et la circonférence en deux parties égales. 

Car, la figure étant pliée suivant AOA', tous les points 
de l'arc ABA' tomberont sur ceux de l'arc ADA' ; sans 
quoi il y aurait sur la circonférence des points inégale- 
ment éloignés du centre 0. 

141. Le diamètre est la plus grande corde* — 

Toute corde A'B (fig. 10) qui ne passe pas par le cenÂreQ 
est plus petite que le diamètre AA'. 

Étant mené le rayon OB, le triangle OA'B don- 
nera A'B < OA'+OB; et comme OB = OA, il viendra 
A'B < OA'+OA, ou enfin A'B < AA'. 

14£. Plus grand arc, plus grande corde. — Ou 

a déjà vu (n° 30) que, Dans un même cercle ou dans <fe 
cercles égaux, les arcs égaux sont soustendus par des 
cordes égales; et réciproquement 
Car si l'arc ACB {fig. 85) est plus grand que A'C'ff, 
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l'angle au centre 0 sera plus grand que O' ( n° 36 ) ; et , 
puisque les triangles AOB, A'O' B' ont deux côtés égaux, 
le troisième AB opposé à 0 sera plus grand que le troi- 
sième A' B' opposé à 0' (n° 44). 

Réciproquement, si la corde AB est plus grande que 
A' B', l'angle 0 sera plus grand que 0', et par suite l'arc 
\GB plus grand que A'C'B'. 

143. Rayon et corde perpendiculaires. — Le rayon 
OC (fig. 86) perpendiculaire à une corde AB, divise cette 
corde et Varc correspondant en deux parties égales. 

Menons les rayons OA , OB , et les cordes AC , BG ; les 
deux obliques OA , OB , étant égales, s'écarteront éga- 
lement du point I : donc AI = BI. Alors les obliques 
AC , BC s'écartant également de I , seront égales : donc 
corde AC = corde BC , et par suite arc AC == arc BC. 

Puisque le centre 0 du cercle , le milieu I de la corde 
et le milieu C de l'arc sont trois points en ligne droite, il 
suffira de connaître deux de ces points pour trouver le 
troisième. 

144. Cordes égales à égales dislances du centre. 

— • Dans un même cercle ou dans des cercles égaux , deux , 
cordes égales AB, CD {fig. 87) sont également distantes 
du centre; et réciproquement. 

En effet, soient OE, OFles perpendiculaires abaissées 
de 0 sur ces cordes , ou les distances du centre à ces 
cordes. En menant OA et OC , on aura (n° 130) 

OA* = OE 2 + AE 2 , OC 2 = OF 2 + CF 2 , 
mais OA = OC, et AE = CF (n° 143); donc OE = OF. 

145* Plus petite corde, plus grande distance au 
«entre. — De deux cordes inégales AB, CD (fig. 88) la 
plus petite AB est la plus distante du centre 0; et récipro- 
quement. 
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On a les mômes relations qu'au numéro précédent; 
et comme OA = OC et AE < CF, on aura OE > OF. 

l<fO. Sécantes et tangentes. — Une droite ne peul 
couper la circonférence d'un cercle en plus de deux 
points. 

Car si cette rencontre avait lieu en trois points, on au- 
rait à la fois trois droites égales (comme rayons) menées 
d'un même point (le centre) sur une même droite, ce 
qui est démontré impossible (n° 49). 

On nomme sécante toute droite qui coupe la circonfé- 
rence en deux points. On peut la considérer comme une 
corde prolongée dans les deux sens. 

Soit CD {fig. 89) une sécante passant par le centre 0; 
elle coupera la circonférence aux extrémités A et B d'un 
diamètre, points qui seront écartés le plus possible. Mais, 
si Ton fait tourner la sécante autour de A supposé fixe, 
elle prendra les positions successives AB', AB", etc., les j 
points ;B', B", etc., s'approchant de plus en plus de A s 
jusqu'à ce qu'enfin les deux intersections se confondent 1 
en ce dernier point : alors la droite TAT' n'ayant plus 
qu'un seul point commun avec la circonférence, prendra 
le nom de tangente, parce qu'elle ne fait plus que toucher 
le cercle. 

Si l'on fait tourner la sécante CD (fig. 90) autour d'un 
de ses points C placé hors du cercle , les intersections 
A et B , d'abord écartées le plus possible , se rapprochent 
successivement, comme en A', B', en A'', B", etc., jusqu'à 
ce qu'elles viennent se confondre en T ou en T'. Les li- 
mites des sécantes menées par le point C sont ainsi ^ 
deux tangentes CT CT'. ] 

Si l'on éloigne sans cesse le point C autour duquel oo 
fait tourner la sécante CD , les deux tangentes CT et^ 
CT' tendront de plus en plus à devenir parallèles l'une 
l'autre; et si le point C est 'à l'infini, ce qui revient à 
faire marcher la sécante COD ( fig. 91 ) parallèlement à 
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i Ue-jûômevi cell€rtci-ûr|ive aux posièionè fioalé^d^tlteUx 
taïigemwi pacaliôl^ ÇlTD, CT D. 11 est aisé de vbi»)q«fl 
les points T et T, où çes droites touchent le ceircte;<j 
swU aux ôJBtré«aité& d'uai méim d**ioètrc TOT!, i^étpH- 
dicuUritae à la-siéGaète AkM toutes ses positions , et couwj 
pant toutes les cordés A' B' f A''B'',etc., en parties égales; p 
Eliréciproqùepnerit, lès perpendiculaires CTJ) et:CT'!Di/l 
menées attx extrémités des rayons respectifs OT et IYT 1 : 
serént dep tangentes au cercle, puisque tous leurs au*i 
twtè points sont plus éloignés du centre 0 et par copsél ) 
quant ^dehors du cercle ; et les deux, ta ihgen tes sérontp 
paridlète* si les deux rayons font J)arjie d'un même diag^ 

métro.; lo ?î<i ïUi , ii-u >Iotoo 

W point T du T' où la tangente touche le cercle estn 

dit le point de tangence, ou le point de contact. ; i. u\ nu 

M7. Parallèles coupant un cercle. — Deux partit 

lèlfs inlesveptent sur la circonférence des mes égauoK\4to 
réciproquement. , . î i il. fiOD 

.iV x Sfe les parallèles sont deux sécantes A' B\ 1!' B" 
M) , eijt leur jmenaiU un diamètre perpendtoulaim'j 

T0X*Qfta«KM ' - . • ■ ... . ■ . , * «»i juoîbyb 

iktfjJ'(ii\]( t B JuiK] ^ c A' T =±= Arc B f T **" , "» l * , ' , i* ,î « ?r *K>èB 
et arc A" T = arc B"T, ' 1 * uob * 

:Pfl- ^n$W< peinbrp * nombre, » . 4 ; .eu 

dau A Jîi-^ii^ .î dre » A r A" =* arc ffif f . » • .{>- : n ( I -~ 

^ ^^s.jpar^èleV ?ont une corde A' Pi' et unii.tra?? 
#W» > I e ^«re qui leur est perpcndicubjry 
aftoutit^ifpoiiit^c tangence ,f ou il coupe Parc A JW 
?n deuxrècties égales. ./ . 

enjs points dp.. contact T pt T. sont aux extrçmilés d un,. 

W^iç^oilife de Ja circWè-cncc. , , ik , , ivib 
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1 1S. Circonférence mené» par 1 rois v jioliifi**-^ 

Par trois points donnes A, B, C "(fig. 92 ) , faire pas** 
une circonférence, l ^ O,-: <>ot 

Kl d'abord les trois points donnés ne pouvant ètrs&m 
une seule et même droite [\r UG) , les ligues AJ*V«tt 
qui les joignent deux à doux, sont inclinées Vmxé W\ 
l'autre : donc les perpendiculaires DK ^ F(i qu'on édèïflrfi 
sur leur milieu seront aussi inclinées entre ellesb Bfc96! 
rencontreront quelque pari en 0 (n" ©!■). De plua^tea 
obliques AO et 00 étant égales, de même que les qbfc! 
ques \\0 et (10, les trois dislances OA, 011, OG serait' 
égales, c'est-à-dire que le point 0 sera le centrodu cetikjî 
cercle unique et toujours possible, puisque DE et E&M 
rencontrent nécessairement et ne peuvent le ;faire qvtfài 
un seul point. • ,.ivjnv;\ i)b UùûÇuH 

On est donc en élat. de retrouver le centre d'une cir- 
conférence ou d'un arc donnés , cm d «mFfira -rtV f)r<Stfc 
arbitrairement trois points et. de les faire servir ù'M 
construction précédente, tff^ 

Il résulte aussi de là que Dms circonférences né pèk;^ 
vent se confier en pins de deuj- point*, puisque» si'felWi 
avaient trois points communs, elles se confoîidPaîSïff 
nécessairement. Knlin, le même arc ne peut appartenir 
à deux circonférences. _ ^ ^ yrî J $ 

IIO. HisseHion dos < îrc <mfér< tires tt de* hrfe 1 

— Puisque le rayon mené perpendiculairement à une 
corde divise t'aie correspondant eu deux parties ép\p 

en 

mènei t -".fi 




suite : doù résultera la bisseclion indéfinie deTaraV 
Pour la circonférence entière , on mène uû ptgi 
diamètre, qui la divise en deux parties égalés ; pufe" 
second diamètre, perpendiculaire au premier, 1 'ff'oî 
division en quatre ; puis un troisième et' un îtttâtfH 



■ 
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A Mi LI S fiT PARTIES 1IJ5 SK( ANTBS^ 99- 

d#ma£tirfc ,y£çspec4iY emeiH perpfrudk «daireè acre coirde» 
des quadrants obtenus, et ainsi de suite; ? - ^ »tç 
.Jjh^e «fautait pus croire qu'en divisant la corde d'Un 
ai^eii plus de tJeux parties égales, et in ornant des rayons 
pay: k?s poiats de division, on pût ainsi diviser l'arc en 
parties égales ; car il n'y a pas pttiportiMfcialM. entre les ' 
parties d'une corde et colles d'un arc, les extrémités des 
premières ne coïncidant pas avec les extrémités respect! 
ttftfi des seconde 5i ! ovSn-v'' « , .uk 

I 1 aii-tïilt» nuMioc a mi cercle. — Par UH 

popgt: gooné ipeaer une tangentty à une circonférence 

4*. Si lq point donné k(fig. 89 ) est sur la circonfé- > 
re.ncQy W OA on mène la perpendiculaire AT : 
c'est La tangente On- MO ).. 

.jra point \(fig. 93) est hors du cercle, on le v 
joifti au centi^c G par la dvoito OA, sur laquelle, comme 
diamètre, on décrit une circonférence qui coope la pre- 
inièn» en T et T' : les deux tangentes ATeCATVqoï, 
< n ctlet , .août respectivement perpfindiculaires sur OT et 
OT (ir TO). , > • V«: . 

g[ >î * H*l ' AMU& *fr PARTIES DE SECANTES. 

ail % p «"Oili M *I / U '.-lUM î? .M.'! : • •»!•*. > • ' 
Jir>I. Aagles de deux sécantes. — Si deux sécanteé 

meuw*b ûrraème cercle se coupent, leur intersection 
peut avoir lieu 1° sur la circonférence même, 2° en de- 
dans, 3° en dehors. Nous allons examiner successive- 
ment cest trdis-6as»>* >w> un -ni » >?r - * 1 

Angles à la circonférence. — Tout angle BAC 
( ftSêt^M f ^y^r^ par deux sécantes qui se coupent 
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100 AmtïS ÈP HARTIES DB SÊCA^Ï^A 

BC qu'elles interceptent. k i !■> n î 1 <l .uw, ::p eoL 
otf.hSèll'ime deâ sécssniiJbes A^ifgL^k) ptrë&'pftPtefecft- 
t^i 0 , m ifcaaa n t le* ray on OB on a V &O0 , ^féftèifp 
au iriangle isocèle OAB; qui • ^utiles iUeolt atagles iritfi*i 
rfeurSiBAO et ABO(n v 7*1 ) etpar çoris&^entfcstdàtttokK 
d$ oUaemv de ceaxrci. Mais BOG a pour mérita <V'AWi 
Bftî^onc BAC a; pour mesure la; moitié de eefcarc;'V t urvi>; 

Autrement : menons le diamètre EF parallèle A ■Àtl'^ 
Les angles BAC et FOC, égaux comme correspondants, 
auront jkmr mêsure Farc^CF , qui eA r nHJM#'dé>S6, 
puisque aa-c CF — arc AE et arc AE^arc BF { W É l^j^l 

2°. Si les sécantes AB,ÀC(/îgr. 95) sont situées de prik*!^ 
d'«ttroéa centre 0, en menant le dfenièt^AÔIToiîfe 
l'angle BiiG partagé en, deux autres aVartt poU^ fttsiftW 1 
l'un la moitié de BD, l'autre la mdMekle Cl>*d#n0i'ah£te 
tojal BAC dura pour meëure la ttioitié dé Farc;totà£ B6. 

«rt. Si Hs deux sécante ) AB , AC i ( fig. \ 96 ) jtasse&t «U t 
mémo côté dn centre G, en meriantte idiahtet*c AOB'tffi 
a fapgtt/BAG (égal à BAD wiOins GÂO) dtfnt là 'nUfeàtlM" 1 
esfcW (moitié dé Fart iB€ (oç 'la moitié ^ BI)ç moiûHi^ 
moitié de CD). uTTO 

6°. Si Tune des sécantes devenait tangente, AC par 
cxgm pte'( fty. 97) /Td ngte^Bffi'-att^ pour m( £ 
sure la moitié de l'arc AMB. Car si Ton mène le dia- 
mètre AOP, qui sera ifèty&dfëiH&fé h la tangente AC, 
l'angle droit CAP.ayaot p^w^imesttrfcjteAmoilié de la 
demi -circonférence AMBP, et l'angle BAP la moilié de 
BB^tfan$c/BAJG iqui- o&t ïmr ^YÀÏérbntè a«rf»p#UFlift4 
siiffeiA»>moitië deL\MBP;îmoin8 U moitié à& >B*g c'ést^- 11 

dii^i^toi^UéidOiAM«ii ^ irs- n;:) ■ >[ -nx l .nui wffi U^; 

Angles intérieurs au cercle* ^cVmfcMiiflêiï 

BAC rw B' AC (/îgr. 98) /brmé par oteujc sécantes qui se 



< 
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ÀKÇfcES JET PARTIES DE ^iCAXTES. ZftH 



>J Menon&,«i'ç FaugteB^ AC', eAérieutî^lriÂligt^^C , 
vaut tes deux angles intérieurs, BC? G ( mesuré ^par^la 

jç*itié dû BC)**B'BG (mesuré par la moitié d^BC). 

^ûwac raofeleU'AGV ou BArf^ a pour mesure te demV 
BOj&tne de* arcs BG et li C 

Ail : ioiec3ettion «tes* deux sécantes cofntidait avec le 
centre du cercle, la proposition rentrerait dans célte du 
n^^i; «ar<ïaû^lô âu iteùtre a pour mesure Tare cbnlfms 

-fiatrs (Sies ïedtés, au ce qui 1 revient au m&me , la moitié 
de cet arc ajouté >à lia moitié de Tare égal <pri mesure 
rwgJe^ppo^parJesoiûmet, t 

•J%l» A*glc* extérieurs nu cercle. — 1°. Tout angle 
JW () fo:W<) fofw sécantes qui se coupent m 

dehors du -cercle a pour mesure la demi-différence des 
4nc^;BÇi6t B'C\, quelles interceptent. 

;8i ïm mène BC', l'angle BCC, extérieur au triangle 
AflGVyaut les deux angles intérieurs BAC et ABC'; d'où 
ion conclut que BAC vaut BC C moins ABC, et que Je 
prenne* BAC a pour mesure la différence des mesurés 
des dfjw autres, savoir ± BC i B' C', ou i (BC — X G ). 

2° v Si Tune des droites AC {fig. 100} devenait tangente 
eaC, on mènerait BC ; alors l'angle A que nous considé- 
ras, étyot intérieur au triangle ABC, serait égal à iîàn- 
gle extérieur BCD (mesuré par le demi-arc BC, d'après 
le quatrième cas du numéro précédent ) moins Tauttte 
apgU intérieur B (mesuré pat le demi-arc B' C ) ; en sorte 
WVAngle A formé par une sécante et une tangente , b 
-JXWiWrçure laéeinirdiffwence des deux arts interceptés. 
« 3°. Si les deux droites AB V AC (fig. 101 ) devenaient 
tangentes, on pourrait joindre les points de contact ft«t 
€ i pçur raisonner comme au cas précédent; mais on 
peprt aussi diviser l'angle A en deax par :uue sôcaote 
^Ofi ; afors l'angle BAE a pour mesui^rf (BE - BD ), et 
l'angle CAE a pour mesure i (CE — CD) , p»], sorte fipK) 
iaûgle^talBAQajH)^ n^ure ^(fiBG^ eocy m > 



Digitized by 



402 



AILLES J8T PARTIES DE âÉCANTKS, 



. Beniarque^l^ea divers casnèk^ra&éç^ri* les 

trais numéros précédente jdériv eut dT âne s#âle<£t iftéttfe 
pt$>ppsition que l'un* j peut énpnéërîiaiii&^ti Tèutiftfigk 
- formé par deux sécantes (j^^nj^es^^Sd^^^M^ 
algébrique des arcs înfercep/&;ianrc^^osttlf*M1î6gnttfs 
lS etoxi qu'ils louniô»t ; leup ooncavité <oû letïr feôriv«kité 

Jtertoi^die raagle au <mtre BAO ( /îgi^ôS) ;quiî *§>dtfr 
mesure, liant) BC , ou, jce qui 'revient au, fl*ê«ïe $ £a 8èmî- 
sonime jiejB ôeux^pcs égaux B€ eitfCV- : ' ^ - 1r >'- j - 

Eu déplaçant Tune des:-9é<aiitefrJMP^p*i^^ 
elle-même , soit en DD' dans un sens, soit en EE' dans le 
sens èontraire , liante re^jera^nvarî^blei^ bi^ <£ffe%on 
ffiouampt se*neuve *nt G€' *'( daifeae^irekfiër 
ttte*.<Uarè m diminue cte BD , tandis .qitetfttcrfc'P aug- 
mente d'une quantité ë^te; 8? W (i\ 0 Mè7j\ ^fetV^anô le 
oaecônri ca$,v^ adgmeHte>^ cftine 
Mgûlc 4ltàûtité/ B'^ Si 1km aMit/^ù*à lu ^osî&âi 
fC'Jf* rare BG/serait'augrcëhr&dè Wl^ lîa^é ^C^^ait 
céi0fl«oe^dîautant en' a&tîftliït a «ér8. r M*tfsl fcu' ; ¥Mâ, 
.fcu GGV àiérs que, teil séeanfas ♦biW^e i «HH*f 
utercie v ki pretûîer tfrfc 4u]gméhte'iéti'é&rg ; d#ffB'j îfiiaBtité 
-égale à CU^flfy-iqii'il 'iSMA:'àn<afiitenâlit ^tt^W^r'coihftfe 
négatif ou fcaus*rac«rç si ftltt Vèut Sa sômftm o#Tb 
&d«^*soiltaïe^lgôbrique de$ afes reste 4^i%ble éfenfibe 

i i Dooc ;on> ifetrtMëplaeé* ftine de& séoâtite^ ^ teafés 
des de*ut r ^arallèlemfcat'à «Jteî^iïieâ , aikënfei< lebÉf*- 
.terseetion où Fan» voudra, dans lb ^erctey Stir là^i fotttë- 
tférawe, frors dii cercle; èarife/ch&hger rô'F&ngfê #ès*?feux 
Uignesi, ni la demi-somme ares întercdpié*;'» t'ëtift, 
en partant d'un angle j ^ ïfe 
■ posittemsont dfaillewa* ^1^1(5*^^0^68 , ' et' ^li 4 ?^ Sinsi 
;corn*fyon*É au* ^hlès toutes fcufS poèittëris 

On tire dé Kr eèttk coftâéqwtiëè qftté-tM# ifc^lfe ^^Wi/r 
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MSGUZS: ET i PARTIES; DE SÊCÂfflfcS. AOfe 

par ses côtéÈLsiirmWéii&tofêfifàw fà 
gfcdansrie* ^arpà^ticâtiers oiVïès tffciix 'ares soift ^iux 
(et de mème ^gm)^YmQ\èipm^fA &rt* mesuré par tài 
sÊul, fié eesiaïE*,idécriiûU' non de ^iwnirn^ comtiie 

; Pot éooséqmnt^ :totts' les atigtes fêtons pat autant de 
tigôteucjàedfon Tstcrçidffc; tracées lift ttèmë ^pian , pêu*- 
A^t^treyâîQâuréîii l'aide d^nte setfle cirfeoMérefocfc ert- 
^d^p?afe*<ia:fi gï3û ^%*Ie fo rm eai t i des ligne a f tear il sttffita 
de les prolonger de part et d'autre jusqu'à leur rencôti- 
.tteoâvsc \ cette cfrccntférenfcô , oti ; d'y appliquer tnie tégle 
qiaLliefnne^ > r.v^vVrvwt? 

C'est encore/Mltiit'ra<yy«n de 1 corrigea cte qti'6rt f ap'pelîè 
ïerrçiir de cmtmge , dans les cercles destinés à la me- 
OTm»desjangl^:^îmrrive ptesquè tetojôuts qm le cénttfe 
desi dirions de: ces cercles ne^oïiicide pas èxacitêfitf eftit 
^eefclévceatre autour duquel tourne Tâtidadèv ou règle 
«qirirsërtîà JÔiuig^ les r^tfàs *feitel# menés 1 au* Objets 
dont on veut mesurer l'écart angulaire ; en sorte «^tfèr èefe 
myoïià vfeuels sbnt des sécantes qui Trë'passeiH paè par 
lé centre du ^cerçlé. Soient alors a et**' les deiïx dwimWrte 
correspondantes- au tzfàti mh&'métièm pnéiliier oty& 
dfc/irBfcè'eles ér^îsioiïs àccusë^s pat le rayrin visGel dirigé 
«pr te 3Becoîwl x)biet B : les deux &te£ intetcèptés éërttnt 
Jbs.idifféîences; entre a et tf, entre 6 et etTanglê 
•péeltoment soustendu par les ^bjmsTA' et 6 aû^p*rfr 
exp^ssién la demi^sbimne de cfe^ deùi diflérenéîés. tt"ta 

15G. 4***t*Me**ê*) m* » eàt bon d'tàfceirër 
dans les cas énumérés aux n 08 15£, 15$ et 151, les sé- 
&rûtes tottmfo. *^HW éWè^qllWf^ 8ftglesy"Hït#sé$^ra 
*tteak pSf'lê' sëttimet, et '^p^ënfehfftîrts comme adjfb- 
teai& J ]Si^è&#, flatte-la tfgûré# pat exemple , (m cëfi- 
sidère l'angle BA(?ôu1T [ AO- [ éèï!Miiè ayàht poutinfesxtrt^à 
^Ji^«tBWàrc#«C^t:irc', ëi%m> >pàt l^riétae 
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îtïtfi ,ANt;u;sîïTî (P^cni!B&»Dir sécantes. 

$ w&W r ï\ te dem^soirtme defr ate£ BC et B'<h\*oûr la «îe- 
;wre 4e^'^ng{e supplémentaire ..BAC ou B' Afio ^ > r »< \r q 
xoJ^iapglea, tel9 <|ue BAC (/îgr* 94v $5*;%}, foïméfrpto 
(âpsi af contes quj, se coupept sur la chrcairfërèncc>j éoéi 
£$H&$i) $(^wtërès j pomme ; formés psàr les cordes AB ,1 ŒD, 
ou parties des sécantes comprises dans le cercle. Oh fies 
oJéwgne dl^rs sôu9 le nora-d'anjrto insôrits ; et si l'oîijfcint 
49dc}C^lJPëqnité6f< -B «t C de ces cordes par' une troteièfltt 
jjïwde BQ^iDn dit que ces angles 'sorit inscrits êanà lésêcj- 
ftfànt - BAC; Ou tire ensuite du û° f ^» les oonëéquçfriws 
Clivante»: : . - '•• ; !•';•' ■:,.!'<}< n.| of. 
9 [ 4*. ïot«* twples BAC , r BA' G , BA"C, cfe '(/igf'. 103 
inscrits dans le même segment ; sont égaux f comme dyaçt 
pour mesure la moitié du même arc BDC. • ) 

2°. Tout angle, intivril dans un segment plus grenitt 
<q$e le dçmwervk est aigu , comme ayant pour mesure 
rtlhmoit^/d'ua aïc moindre que la demi-circonférefoeeL 
ol^ 8 > ! ^T^ 1 «^3^ 1 wr* dans 1O1 deminemîte osf ! drertf , 
$opim$ flyani pour (mesure la moitié! de lia demiNarcbi^ 
^férenoe. ?■ • • . ':">7 i. » ^ i o f 

^&vijwMft0te inscrit dans ùn segment pkispetii qwerk 
^^Urce^ch çst obtus, comme ayant pour inesure. là 
fçiQiti^ arc plus grand que la demi-circotaiférpiiœ^o 
hr-'i^ *J n cercle étaat partagé en deux segments *p&ri*ife 
j^*4e v twt ^ngle inscrit dans rmrdcs sfegtneirtsHîst sup- 
S^WÇnfàire\ de *out ang|e inscrit dans l'autre segment 
^9ty€>wwtflîily bes unQles ùpposèsd'un quadrtilatèrè l im- 
crit , ou^n^ par des cordés , mw^««pplé»^n(àires^r:' 

6°. jftmf rectangle , ainsi que la remarque en a déjà été 
f^tç su u°7^i>^M* et™ fosertt dans u\\ cexotb. / t 
j^-a ;vï| , :> ; * . " • ?t ~i ■■ r n j > pur,!; 

X^f^?"» ..Segment capable d'un angle tfcnftéù **r , :8qr 

jjnÇj.drpite doutée AB comme corde,; décria 

^p jsçgmoot de cercle ACB , tel , que les angles; :flu'wh y 
^p^rira sqièrçt ^n^ gr^i>deur donn^e^i; : î '[ : 
OfttÇMspn^^ngte^P ^rçi ; élevops les pprpep4iculMçç$ 
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. AO sur AE, et DO sur le milieu de AB : l^eur mtersetetôôli 
0 sera Je contre d'où< y m (J^cripa, dul'ayon ÔA* le seg- 
ment demandé ACB; car tout angle Triscrit ^ACB aura 
jKW, n\e$w$ > lflMflpitfé de Farç AJFB, qui est au^i k 
^e^ufe^de^angjp ABE. ou-w»*' , «\ .*< .\ • . • *.t j. 

La même con^WçUoo satisfait aussUJa question \$ui r 
$wm Mener yne circq^eoce qui passe par lepoim B 
et vienne toucher la droiLe AE en un pniul A. ( Et» sU'oft 
considère cçtte, droite ÀE copine, une. tangente à un cejv 
#le d^rtt ( d^l ^e^^rB O , ?t d'un rayon Q' A, Je mfrae prç>v 
>Jème pourpa encore s'éqoncer dç la manière suivante 1 : 
Mener une circonférence qui passe ipar l^ ppint B et 
jieflûe-jtQucher ^n AMOcewle JPAphiiiv»'.*» f'»l i* /g 
f ?/ Enfin , s'il s'agis9aj.t d'élever un# ^perpendiculaire BG 4 
ii^xIrépiitéiR d'vine droite AB, sans prolonger ceUenOi 
IwWexiger^itJia construction, indiquee ( aua° .4»), 4-!»» 
««tria, «KvntiP iWidéffiwt uw cU^fëi^cqnpa^^t 
p^rB.qtxqjup^ quelque part en À lia. droite donnée; p^is 
on m&mti\ WiU^ïxe AP£ , et béerait* l^perpandir 
culaire demandée, puisque le segment ÀBC est wptâte 

.liS.I^rt.^reeiproiiuoiuciitiiroporlioiiiieUosd^s 

*écante*.-~ Jusqu;îci ,hpM3 n'avons parlé que des angles 

fjPiniies, f pw-iç^ , s^iç|q4e^> ^ .il, nous reste à„ considérer les 
OPg^eu^^ sépaptes , prises .entre leur intçr»ecti#n 
ftq(MV&4ç? dçu* points, qù eUç3 rçncpn^nt la cir^ 
ponférencq. y On dpirçpntre que p#> ligueurs AB et AB', 
. Â$ $t AÇ] ifty, 98 et 99 ) sont réciproquement proportiofl- 
i^eUes, p,u q\ie YonMK xM^WX ffîv >n n tf/ 
a j)ffl, Sf} lç§ séçantes;$e çoupent en A (fig. 98) dans le 
£erçl£,pp jçjiptjBC'et V. G à fit ^ les ; triwigles AJBCVA#;C 
gewWa^as <rçmm* ; é^uiengles i donnent te rapport d« 
AMA^ (opposas aux angles, é^^C' eVB^ égal au rap T 
port ; de AÇ' $ A^' (oppos^ ^ wglcs égaux Bet C), 

S. 
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106 MGL&*n'*ktttt& ÛE Sê&Mtks. 

disant que Les parties de dekx dôr'deè BtSW&'tfuiWi&ti» 
pent', èont'rèôtproqïttment prop6rtièfitilêQti&l ) u,,n ^u fi J 
B Dttrifc le '«as "ptfrtîc*Bw ott Tune dés <^dWBB' dérvfëtrt 
«anlètre' et én mftfté'l&faflS'' ^èndife«ai^ W 
tte ebrde €CV lés déux partit dë ] Mlé^i fcôAt égalés 
t^'tl»}, ce • Vi'Wtafigfe fe ! ^elâfiM préctMè'nte éft 
AB iKW-i AG 2 , ^flèhe ft lHiûô dés propriétés** 
ftiâhgte BOT 1 rfefetbngte-' en- ? C. ^mtfnorin <>m: vnW 
2°. Si les sécantes •fe^oupéifttèft A ^9^ libr^ dti 
Wttltfj lés triangè* ABC f et k& G sènt encore ^uiôtt&fes . 
W«fue l*awgïe Aést^onitïnin ,'Hles angles B ét G ô^Mt 
ftëitîiné *Ay£i# £ôt* tiâëfcure laifrèitié dte tfiê*ft& aFé^Gi 
^Wfirdonc AR >^ m*k «ffj résultat que l'on érfoftfcfe 
âtesi eii'aWôht-qtiè^jé %êctintèif ] toialèb À», - ACMftttfta 
7>f Ofluetoè/j* • pfàp&rtiihi-heUeti M&$ parties leoctériëiityè 

S'il arrive que les deux points C etW-V^*^ 1 ***^ 
sécante rencontre la circonférence, se rapprochent et 
Btte&tfMpW ; ^'fcoîtfdndtë * 1 WftjftàP '«ré f là 1 ttfotffr 2 AG 
m fâméâ tangente ? Wft deux- lottgrom**' WP« 
AG' sont égalés; cé Wiif èHïngelâ-'i^lâtiôn'pfrdèfiHé^'ëd 
*B* AB'~ AC* ét Tôn dît alortf (jtié Lâ tànà&itè AS&t 

^èin« w^w^rfnéfe mmmmm ^mé^mm 

parla eom^afaWoti ;, âirect^d^iyia)i^lcs^m'^al^^AB^ 
ÀB'C, qui ontWgtè'Axofl^ 

fffflf- 101), 1 à^dtiël-cds AB^AB^et , AC^A€\^ ( fe*étHm 

alors lés^ent tângëht^^fofit é^lés, Ms^q#én¥h 
vu au n° 1 50. 



zed by Google 



sà^atëircëiifétë^ lètigtiéurs fler^éWt*rftfflfe 

pou^hà^ ëèéfâ^; j M^dtîît9f ; AB '•>> ët k A# 
«^^«lifeiHPeW tffêfttë' tetai{fs>M ! aiiraft 1 éiïè<*e *(M= 0 
îliWfli1^èà4 l Wfa'éè^W , où 1 ? une d(*s dfoifeè tiëViëift 

deux parties telles, que le carré de l'une est égal au 
produit de l'autre par la ligne entière. 

Soit AB {fig. 105) & drqite-.|WAposée. Élevons la per- 
pendiculaire BO, ég^àTMôKK de AB; du point 0 
comme ceofre^^^é€fivions\/U]ia,:(â^oDlë£eiice avec le 
rayon OB ; par A et 0 , menons une sécante qui coupe la 

mais, sirlîonrproiïéAe » Ap^iJ^r {résulterai t/l'«iî^ as 

notai ™™*Jj^U !> ? #!^=^¥&;'" fc0<1 

substituons ces valeurs de AD et AE détifi^pf^iU^ 
égal^, ^deviendra t ^ m ;r * /j ^ohàttS 
iTOJ ( AG rAB) AjG AB* ^ 1 e wne^n T 

d'otè J, 0 J j AC 2 = AB 2 — AB' * \C % \ * * M( ^' 4 J 

ou enfin * AC 2 = BG x AB : 

«tï^duR làè>mtàè prfrtîe BG pfeA^Kgné^ënfiè^ 
'^PBfcr^ai^ eh iïtôtjenriê : èt 

arithméttiftèê) "1t i fettf flrètit ^e dWîâcif èette droite ëri%6fe 

qu'on ne s'occupe pas de^i^pltifléi^^^^'f^^^té: 
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108 DES Pp8^Tips$ R^A^rjy^ DBrO^JX, CERCLES. 



( 0<*®#- «r<w»fwe*«c flar, da,u* i^inls ; et louchant 

IfffMfltfMV'Ttr .deu* point* iO>nq$ft||ifltJbWî0»M& 

^jfe^qsser. une circonli 'fi : iicq quj| toucjiu la di'oilti A B. 

0 l»jrplwg?ftn8 Dfijusqu'à s,a FWftt vp , ci* A *Mec APV 4 
^;^a^, sécante dontpn ççn^t iia, p«^i^ e*t^ri«^ 
AD; il faut ensuite déterminer la longueur AB d#ia tant 1 
gente , qui devra être moyenne proportionnelle entre AE 

W%f m r 5iTO^ence ^mandée. (n 0 ^),^ 0 ^ 

jji; :;: J.-. j gj ,i 1 ■ » ; > ! tt ; > >.j -.Mt|> - I r-iij-i?; { j /(/■.(, 

0 Ifdtiq Mb ; (• A ■ T&tA *r h r OU ai;iilir>ii\i9q 

£tl 3 0 a; 0 J i taâ msitiows relà«ves fc£ bfcrxi «erClé8J °0 ' • i \ \ i ; • 00 

t,[ O^i^O'J iup 0h!Ji'» J )fc f> fi JJ fiii« ir<jif r 0 J'> A V>*j ; îIO n< £01 

loi . IK tïHUIftns, ^iDcux idk'ConfiTences sont dites 
sécantes lorsqu'elles ,sç coi^ppnt , .ej alors elles ont deux 
points communs. Elles' sont dites ïàng entes lorsqu'elles 
se touchent * ûfayiamtiaiùsi^ù'un j)6int coipmùfa& c £iCDQ 

Cela posé, dçux, c^conférpees^ tracées sur un même 
plan, peuveiit avoir L cmq 'positions relatifs différentes: 
^&peq*^£lr<&lA Jo QA A> vil-j'aî #n ofionlilectoa 

Extérieures l'une à l'autre. . *\ l 'i l *>} ; '^Plitëj 1 ^ 
Tangentes exJ&fcuisa^UA. ^ DÀ) 107 ) , 
Sécantes . . — .. . .^j, . . y» {fi9' ^^Vjoh 
Tangentes iritéïièUreniênt 7".., , (fig. 109 j 

Intérieures l'utie à f aûïrd** / 7 . V4 ( /iflf. 110 ) 1)0 

:UA x ou — : 0A trfluoiw 



ICit*|. ^»ttWffr«n*es géantes. — flpw>d? Mff J#ra>ftr 

^ p^^d^fair-e 4, /< < o < n /<<. , Ut: . jfgtf, ftyjtfc 
d'inlisrsei-lion , vi lu divisfl\m4eiix .parties égalçs. s 
TO^arolft.per.peûdfculaire;, élevée suv. lfi nH%u,D d^^ r 
jfPF^e.ppuimunp aux deux cercles , doit wpa&>m& 
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,^-cp^:w»^s QA ?Î .0' .A- (f'9>. 107 , et; ÎMJ poçtf ton&m* 
Mi JfjfW: A 9»;A'jrf« coiMvt,e*t svr la ligm des <w\r 

OiV^si pe ppÂplj^ownûn aux deux eirçopfé.repçe& QA> 
fftyitifa 108).se .trouvait ,en B, hors de la ligne.OQ', des 

^nUes, ou pourrait l'ormcr un triangle 00' iJ ; puis, fai- 
sant, tourner , ce triangle autour fie 00', % viendrait f» 
^abattre sjir 00', C , qui est son symétrique, h et dan§ : ler 
quel Je popjVp serait aussi commun aux deux» drcpnfër 

myp \mm$M4 p et ox = o«. Aiorso*» 

jCpn^ences^y^pt deux points commun* B et C , seraient 
sécantes et non tangentes. < ^yj 

-v WtiWmWW 1 * si deux circonférences oni, ufl poïnt 
ISPIH Siir la ligne des centres, elles n>n aw;o^t 
jpaSj ^'autres ^ car, ; si elles avaient un second, ,poi|^ 
commun, en dehors de là ligne des ccnlres , elk$' e,p 31*- 
£? iei & un iroi^îème; s j nitrique du second ;> dès fors 
ayant^ Jtrpîs ,poirils communs, elles se confondraient 
èn ime so ulo drcou l'oro n<:t> ,çh? 146), Donc elles, n'au- 
ront de commun qpe le premier point, et serpAt ,^ 

s? n #?-.-t •: ••••• or-j •.: • .,•[.■>: •-,.!> ,•>•..!, ihj 

De là il résulte que toutes les circonférences qui. ont 
le^rs centr es sur une même droite MN ( fa 1 M ) ;t , et qui 
passent pa^un n^ême point A pris sur cette, droite ,\sqnt 
JangenteS.jen^e point les unes aux autres -et à la pejt T 
pendiculafre, éjevée par ce point sur , la, ^gnei^es 
G^fr Aùtremçat dit , entre une circonférence, efc sa 
tangente on peu^iré passer une infinité d'autre», cjrçpnj- 
féroces,, qui s'apçrp«l»e»t de plus. en plus de ja ÏUugenJjj 
ÏFtfm que le .rayon ; s'aca-ott, o0 ,., ,-,„ 8 , n i 0q 

14» I. pistâmes des centres. — désignant toujours 

•iCfA-ei O'A' les rayons des denx circonféren^et p^y 
' Widroite m^née dlun.ceotre à l'autre » 4 $Upf$l 
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VmtVi \ Ôéfy \ lh dik foncé* dei c^nhWe'ét 0is gttindç 
la iornrm <tes'r(fyèti$.' Car, si A ét'A' sont'ïfefe poifiïi 
où la ligne des centres 00' coupe ces circonfcrepces'/6n 

%tirifà&<*Hu'sonVtrt<V O.V C'A' dès' raVbh's, débouté là 




-m OW 0*' frrtnt 'pins l'Hindi que- \iHr<Mc>6&; éi fiïû 



Vetranelw-'de p^tfl'aûfre 1 les dette : ray<ms ; il rfestctà 

CC> AV ,ef>)«jvï;iij5l flon J ■ f .;ni,'j^c 

toi*] Si : Mtâùù^mrtîèrMcè^tâ towMM'dsMV^t- 

'^oi/ort^'-Cefa 'résulte de'c6 l cjuè r le point ffècontacfé& 
*ttr9éf Kgne rhétiié des centres ^iy^lfial). ' Jt ttfKiiiiOM 

ifft fftftci? dés' 'cétitrés 'est <ptiià pètife qrté Vu. 'Sôëinié 'tfés 
ifojénS , ' H plvtè grtfth& fiie Icrrr d^èknèe'^ta^tti/ii lès 
ptôhtàfO, OV'B rfëtettt ^ir^iigAé'di^^teitt^nrt^ 
triangle, dans lequel le côté 00' offre les deux 'éc&tfë 

lu&ÏSé IM dUse / <&cànré%hmWM^nï>MïHéfâ* 
h*M- \Wi ^)> ïti'dtsiaÀcp des[céMés;W^ài^% 
iHffèfiiricc 'dés ■ rùifons. Celà fésùîtè 1 '^ duë'le 0 poi'M : de 
tontâefcMuMâ Kgnéid'éîJ ëiinlr& f (W iés^l lli " : '' ïhim l 
* 5": mmm ciriïnîèrimcés -Ml ^èHtWes- ?m*à 
Vdiitr& fifefi^lè) , îrt Wkt'dhcc dès 'céHtrës''è$( pîik'p^Htç 
fyïé Mvffîè^n'éë dès 'rftijimè: ttt'tiWtytt; A iétf A'Mf-'Kê'j 
points où la ligne 00' det éèritfes < ; pm^V &tôp^M 
circonférences , on aura OA = 00' + 0' A' + AA', d'où 



mesure la plus courté^tllètaht'é dés d#û& ^iM>ihèmK 
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plus courte par cxemptërquë eC^Won'*^ a 0 

OC <.QÛl=bO' G:+CC 
ou OA < OOT-F 0' G' + CC 

^sfi^on revanche ac part et'd'au&^Q: et 4$ 

zofteost to'ëasipartWttîfer ou lés déux centres (ttïneiaëhf, 
le&'j^cobtfà'fencèy 6ô«$ idites^ôft<^rt#t/èis ? ët altifs ëlfés 
iwitt^itoèntëë^ti'ofr 

égale ën»Burfàfce*a la a^r^ë^ de« o^Ux 'éereSe^,^ 
tftftie îatge*r JpairtOftt égale à la- aifieïétoëe dë& ray^rià 
Dâtts 40u*8i flÉrtf e^ >£oisitfow; les- 'ëïrëom^rëncës éu-lfes 
cercles sont dits exMtfH^tks:^ • iommoa i.l wq *2oq<jo 



105. Tangente» â^ëux termes. — Mener une tan- 
gente commune à deux cercles OÀ. O'A' (/îgf.,lQ6). ... 
L,£ %6!t îtfM' tef<é Hàngém^uemànnéë i' M^et W étant lés 
pMmtsile^onrâcf^i m rmffle*ht$pWï 
ceux-ci seront peipenÔMflres^Ha^ngVntè fn 6 Tlwj 
et pa/a^èles ^re eux. En prolojigpaflt/lMigne<QXi)' des 
centres juhjiiM.sa-rênéontré en-ftTrvgcla tSngpnte, on 
formerales triangles semblables MOR, M' OR, qui don- 
MWtà BfloijBJvlndfi B'iffriiii 29l jnnvolqrn:. no ,m>! ho 

•V; icq 'i Qfc iJniK 'QJFj ifiBfljji^&b J'j , E«a<0& 
0'R — 0'M'* 

Retrancbantde part etftarttrt l'unité , réduisant au même 
4énoj^jnaieur., e^ipb.sj^ant^e.l'on-a OR -o iU-oo, 

m=?îmti$>&m?i ;i ia •» . ™oq cum 

00' ~ OA - 0' A' . n> QQ^gby i^ 
ÔR " ,^^îiff J2 *OSF^' 
Si l'on pose, "pour abréger, la distance des centres 
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sesiTAQsa m>wvmm ©twr cercles. 

0' R prise po^irv^niinpjs^ra: -.^ ; ohrr- Pirlq 

valeur crç^Qnviprçdra non-^aJ<^ntri la todgflSite Mlft 
mais aussi à la tangente NiY placée symétriquement par 
«Ip^arî ^ ï^lignéfe ccnh^s. M ~ ' ' ^ 
Si les cercles proposé son r extérieurs l'un S Ï^otÏW 1 , 
çpmroç «fans la fig. 106, on pourra; encpçe .mener lç*d?ux 
ingénies apmuiunç&^t syuiétriqi^ PPÎ^t QQVPfe^ff 
etttre les Ocux cercles ^ , jet ,ççup#i)f;. Ia j iigQQ t 4wi< Wflftrefr 
$n l,a prière* par, simple , ^t^t ;: ^pôndtewiwe 
^ir^yofls.QP, ^t-^PVr.les, triaqglœ, mqtwgtefc OPSit* 
fi\ P'$ spj^t ^mj)fa)^es * çpipa^ 3>y*ptvita pl^i iUP «wgl? 1 

opposé par le sommet : ils^Qp^tôx^ t\il> tnor ?<>krtf>? 

OS OP 

joutant 49 pifel d^utrp i'u^te, jéfluisapt^ wèm 
WW^m^^ que 0S+ 0'^,^ 

^ i ^ oà + o'a' , A ; 0 oo -><j é^A f s ' 

*m*l* l'^jri^K ,/J01A 'vl- 'v*>i. .;■•.< ^'hnnht r"i »v^m ml 
ou bien, en employant les mêmes abréviations t|ti#s£- 
dessus , et désignant lifrièonnue^ S par y, 

a r 

♦ () ties valeurs & èt y dépendront' de* eëllë& tjtàé V^û 
aura pour a, r et r'. Si'fôsflèux i^yon^s^f ë^dùxrcMys 

' ao^c* = infini; ;yiy, ^ »ro 
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tandis queues tangentes ,J»P' /?t,QQ , (U^^rr^, cou- 
pentla ligne des centres pareil i milieu^ 8 :; înol 

}e$ ideux tangentes, internes se confondent en une seule , 
MfiWfâMvfayfa Ç? a ^ct, pei:peû4icu'laîrç^en^ 

Mto e 4$S tiPmt m«fT.z.& ré #ww* ^ tf^wr 

a donc plus que trois tangentes. vjî&iuVvjWttmVo h 
Si les cercles se coupent (fig. 108), les tangentes in- 
i^5? e? ^y e ^ nt i W^ossibleSvM nejreste R ^s i^ie l^^ux 
tangentes externes. 4il ( j< ^ Vj , u -,Vi \-,.<i« ( £M .• V 
, Si les cercles se Jouctient intérieurement (/îjj|.,lity)', 

gentes externes se confondent en une seule, menée par 
je point de contact , perpendiculairement à la ligne d^s 
rentrés, ; ..."}' . , ,' _.. ■ ,. 

. ! .Enfin si l'un des cercles est intérieur à l'autre (fig. 1 1 0)j 
jtpVte tangente commune disparaît. w 

' * < • * t * Q 

8M :ii. : . ; . „ . CHAP1TRE,XX.. ; • . 'r* fin 

Jilljltl IjU it. Dtfc POLYGONES INSCRITS ET CIRCONSCRITS. 

lOO. Définitions. — Un polygone est dit inscrit h 
^^c^q^^ja^çs un cerçle, lorsque «tous vsç$ oàtés 
sont dfcs'cord^4e çe o<u;clc; ou cç qw^reyiQnVM 
Influe tous «es angles ont leur sommet;^ la 

i}'uu cercle lorsqwtous 
^&cQt$ l 8çpt l f)e4 tapgwtes à ce, çeirçle. . i Mpirh h 
^ £1 '^pîpf^qgfm^, f te'.cercl€i.-esl; considéré çomjne # qft> 
gpjwrçtf* aj^ j pôlygope xjpi lui est Inscrit,) et coww in* 
E U M pol^ne q^Uu^est çhxonscrU^,) ;opo ^fcnnhJ 
0 j,Ôûji?p $;9cçfy>cra ici que dçs polygones insqit$el P ir T 

polygones sont nVc^saire^eaf çonyex^ ils peur^ %? 
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longés jusqu'à leute^nMfefé/i ™ V) ' J u 30 *i 

• « m tti&ltt^lygbnéb' ndh'r^lleb né 'MWd^v'st le 
6ëtil 'qùî^iiÇ9se il tbiijbui i s-'ôtf , é inscfit' e1t'ctf<»nS<#lt. \t et 
bn'hombte *W WStës # us 1 ^raHd ,' lés J iîaiiw'rà 
'«tet>K* cCTteîriM' toffdîtibhsqui ïés 
et cir cotiser iptibles. Jt»lti1ituH feioil 8op eul'.j r f 
-ni 80Î/I9j;£jfif èOJ «(801 ,\jî\'> Jrio«jOoa ôê ?^biM tsl j« 

{fia. U2) peut être inscrit danç unàM? / s 
« ^ Efi 1 eflfèt , ^â : tr6i^ pôïtrfè où ^ttmefs A, 6', 'tfïfêfant 
m tfNtyrfatfirtâ p6M toiijburs faire 
m pbîtfti une circdnferèncd ; et Ton a vii : (ri^^ ï^ 
içti'on y : arrive en éïeYam , sur fcs J lAifi'^- ^èS^^èai 
lignes BG et AC, par exemple, les perpendiculail&WW 
, dont rmtc^ectïoh 0 détermine le centre fà$8$e • 
OA = OB = OC sontîrirtàht de rayons de ce "édrctoV^ 
si, du point 0, on abaisse OC perpendiculaire sur AB, 
ce troisième côté sera aussi coupe en deux également : 
en sorte que les trois -''perpëriàîéulaires élevées sur les 
milieux des trois, côtés du triangle concourent au même 
point 0, centre du cercle circonscrit. 

*THàngfé rlfeort^rlt. — r TbUt l HtimrûW^Sit 
HfgMi Vf* peilt 8lrc<(HrcmàMïà- ttnfe^ 00 j(J,j£ 

en deux parties égales : les bissectrices A&; WWt&û^ 
'PMktârënt en urrceiHtaîrf point 0 , intferîetrr Jro ïrôarïgie 
et duquel nous ^baïssë^ 

(f», W«ttr m côtéa respéèfife ^BC',' AG , l X& J tf$n- 
triangles OBC, OBA' dbfrètW #iW J éAP ^W5S ttëféï 
îtitoposg? lës defà tMàngres fâCA^t éwWèrbfit '"i&àtiS 
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crit/dont les ravons OA', OW, 0d*éfc ïtotf^tit ^ër^lft- 

ttâ*k«p>ïu*t0ttf ie,«3WpkBl/Wc«b^ fâîigçri^ au 

• KO Oftïôrilocr/! )*nîA .îlnfcfjo'j'iio cmopvloq iib 

régulier ABCDEF (/?</. ll/i) on peut circonscrire un 

deiociî>ariies:'dgaïes par tels idMcfitefc'AOfl^/î^'J; etfe, 
cM [ps-ci déqonlpase^ïit le polygone eft^ritingléà isbc#fés 
éganK'Cçniire^jaTît un <^é-égai (celui du pôlygohë) 
adjacent àxtettxsanjçles ^gaû*^le£taoftié^-déà anglfc^ëti 
polvgane) r donc les eûtes oppttsés & ces angles, Sc-floir 
rAO ,ifiO,tîO v £tc; sofct tous ëgato^tre eux 
:6bre- ufae les Ms^étrices coftcotiretit erfiin fàêmiefp'ôîét 
ducfuei carome centre ôn pdurra ttécHre tttiéiclrtàii- 
«renee. passant paj tcwis lésants A, WQ\ ûk 'f® C( l 
Eu égard à cette propriété du point 0, on le tttftmfô 
leiCftiiiV ! ^' , pôK^toe : -; , ule'iliftne' qu'il est le centré 1 du 
«erda œratottâdrît dont Je fÉfifofi 'OA- èè nomme aussi ie 
znRyùtt dû polygone. Enfin ; «lactm des • angles AO», 
4H)C|îetc/;oèstdit ''\!cm(}le au centre dir ^ël^ône* il 'ést 
/addèramant ) égaft &? ! quatïé ^anglës drbltè divisés ^aï ' îfe 
nombre desi<Jdtës>#* ée ï>elj^ne. H liw^unoî 

eu/ ISO . IN» I y - o it * gtilfer circonscrit. ^ À Jl ïout 
polygone régulier ABCDEF (fig. 114) on peu* inscriHmx 
cercle. 

. .->Si du^feèntré 0| détterrrrinëaa mm&QxftteièAefâ, 1 on 
ahai sa© isw les côtés r«it $>olygort<* 'ttSO t^éhdiciîlat^ 
respectives OBI, ON, OP, êtcîy ^lëS-ci^èrôrtrioùtéte 
égales eotre JeUles^ ctirhm# ap^ètrtè^ânt ^' -dé?* triples 
afertaai^ôSi/ëgMxiiOAM' , ; ©BM, ©BN^fetc: DïmC,'^ >«ù 



r^^tfie pi ïetKVm r^yeû OM; on décrit une circts 

.passera par, tous les points M , N, P,etcL , inny rt 

^j(^antleS]Çf(iJLés,<îu polygone.» /O : i ■»! Jfto 

fl . Ce rayon QM du cerclfl, inscrit sa nomme l'apoïAë 
àu polygone circonscrit. Ainsi l'apothème OM , le V ayoi 
OA et le demi-côté AM du polygone, sont les trois côt 

^.'jin^apgip rectangle, qui a le rayoï^pou* lîfpdtéb 

Inscrire et circonscrire des polygones. ^ 

9f>|W. — On voit, par les constructions précé 
f ^ir s ,p©» et KO), que les sommets d'un polygd 
gulier ABGDpF </Î0. 114) divisent la circonférences! 
^qprde circonscrit en parties égales, et que le céï ' 
m?.crit est aussi divisé en parties égales aux points 
rjtangencç M, N, P, etc., des côtés du même pofygowël 
rjî ,flonc : , une circonférence décrite du rdyort OA çt 
..(donnée , pour y inscrire un polygone régulier, tel qé 
j^CiUEF qui, a, six côtés, on divisera cette cii'conférerié 
^ slx parties égales, et Ton joindra deux à deuîx ^ 
points de, divisipn, par des cordes qui seront les 
dfo polygone inscrit. /: •' ' - 1 •« • v T 

,< Et s'il s'agissait de circonscrire, à une circonférence' 
.fjéprite du rayon OM , un polygone régulier de six côt^T 
t>ar fxompjç, on diviserait encore la circonférence w 
*si& parties ^gales;'et par les points de division,' on mètl 
'fierait des taogQnt^s, qui, se rencontrant deux à: dèùi^T 
formeraient les côtés du polygone circonscrit. h <> r \ JifTÔfl 
La construction des polygones réguliers se rattacha 
4ppc L ainsi à^$#4fip .wco^^ceçnçaMiff 

fi&W? i\U il i;o.f»t ,vTT 'WM\t. v^v\ 

n -, 17». Polygone* régulier* i*è A V », ■ :Mtyl «*e.| 

^èfé* ^ pn commence par inscrire le polygone régtij 

$çr } 4e & côtés i qui, jest le <jarré; o t Y ^ . ,r n " i t > »< ; - • 
e0 ]$ft mène deux diamètres AC, BD 115) * perpéniffl 
îfluï^ref entre çux/jiet Jewa extrémités partageant 
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des polygows i»6<a*iwirr cttito^rr^^ 

liflîMërciiAe^i.pertieë égales , ABCD sertf lë catt*. 
^ÈisaB^tiprbBpçcesiive des côtés (,n° taW) l( tioHrie ëti^ 
uite Je? polygone» réguliers kle «,46, *2; étc. ; fcdt&T' ' 1 1 

1TS. Polygones réguliers de », tt, 1*, ele., eô- 

fc- ^ On cojmrîenëe pàt inscrire tfehtf* flé feMés^i 
hexagone trégulier ABdDÉF (/ty. *«) ; car sfrh 1 cOtcf ATT 
stpfécisértient égal au rayon OA. 1 A 

fy.effet;, r.arigle an centra AOB talant * ou f (Fmigfë h 
.roit; ;-ilMstë£-jMwto deux autres angles 1 du trtiiit^ G 
BO, et fpo^ chacun; en sorte que >c îrtangfe 1 ^ 
rçuiangle, et par suite équilatéral. • , ' - . 'H* 

Si l'on joint , de deux en deux , les sommets de l'hexa- 
;Wi oniak ^ktngteéqqijhtéral ACB; Pai<ta bfesettkfo 
uccœptee des ères de Hhexagorie* dn formé le^'pwy^ 0 
;onBsdejl2v2fr,.etc. , côtéS.i ... •'. :.i<n, :. ; >; .-.îiog 

1? | v PolygQilts réguliers de IOf 90 f fetai'yb 

^ Oa ;ccnmnence par inscrire Je décagone i^gtf- 
iûr.dpatile. côlé estégal èla plufe grande dè^ patUW^ 
ta **yqn ^divisâ eti moyenne et extrôme g^UKSriqu^q 

tt v-l|M^). rî:. 'il* . i ' '■ c c • • . : il ï o e. rSi J:10l) 

D'abord f l'angle au -icMUte AOB { fg. 147 ^id^ce^d^rfï 
«onetîa^t À>€ur^dVwgte droit, ce qjiri downe le doUWte 
} H 4 K)Ui««bacuBldesi angles ABO,,BAO; : 9r dowc $h ffi^R 
isç^ttn de deuxccLi .le z premier par exèiiptë} ert deù£*I 
^emçftt |>ar Mfy o\\ .aura; deux nouveaux triMigteft'I-j 
^èle&OHM ^oùjOM^iB^t) ejt ABftl (ioù AB *=*BM) 
lonc AB =^ OM. En outre , on aura (n° OO) . . V. i oq 

" 3 Àb ( ' l ' am 11 : -' il *'* 

Sfr ^' TO > d AB! X OM ^ AM x>OB, i m o 

^fti% iu;; xVcuî OU' \\ï xttt' ,1>X) U ' t >i ' a0 , 

|n sorte que AB , côté du décagone r^fcr^&tiafléttA 

^ MpiUs.gimddeiQM dets; parties dttrgyon OA divisé 
^«Qy^ftQ.et^xtoémeigéèinétriç U i,u v \u 
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biss^pps Ti ^S( : polygp^', régulier 4aa3^ jf. Ap#^fetoi^ 
côtes. ^ " I 

175 f P^ly^oive^f j^é^«Hr^ défi»* 94fty)#4IQ «ie^ll 

c^^-r Le$> a*>g|es w ç<^tveK&!l&^ 

gone régulier étant respejcùvçm^&et^ 

diflEéf^çe ^t} ijepirésetttQra juateirtent >Bangfe 

ai^ ^jépjtfie . .dA» ,peQijéd^oqg t 9i»e . eu ^polygone dfciô ;fcôtfo;fc 

60, etc., côtés. , : ( . 7 .lie,,-: r> , r » fc?7oiupw 

gone régulier ABGDEF (fig. i%%&ollQ>) in^W^cerrteM 
circonscrire le polygone semblable (n° 105), c'est-à- 
dir&jte p©iygQHSîr^gûli«ft (ki itléai©Tio^bw(1^6fetéî; Çf 

Hiène $}es .• laoigeJîtes^pâr les sommets du 4)otygoiïtf g 
dôBn& £t Ton obtient, çacOiéur rènc^iirè n^tu^^ f lè^fl 
p^gon6<cir^on$APi« semblable ^ Bî^ClO' »»:Ô/î^ W* m 
dont les sommets sont sur les prolongements d^fejtô^n 
thèmes^d#>polygpn# Inscrit ABCôEfVG o . i E«to».û'<1 

M jhim , partes potot3)âc mBtaoirfte;dfi ces dpothêiti^ 
avf$ la tîirflortKreiijCâ , . mène lesf^langenle^ ^B'^j 
B^jv:i3tco(/îgtii l<:^ <!»* se reuoQatrenbsni les 1 pi^rfiôit^ 7 J 
geo^tsides rayons OA, QB f etc. ,idu |Hiygô!rë 
etalffii tes «Wé3 desîdlAxïwlygone^dôrit respëéttVé&èft|4| 
parallèles. ; .., :rt;r.> ^< .oti/jo îi3 .tfO — nuM 

2°. Étant donné un polygone régulier ^ Ji' C D'«g( F' cir- 
conscrit, àa) ociiilfc f 4nsGrire lé ^oiyg^ne ^gnbfe^ I 

On joint consécutivement les, .points : tfe taiu^cç_to-J 
polygone circonscrit ^ et il' -én restilte ïé pbîygoné inscrit 1 
ABftDEP 4fig: j ^ uÂ -i : H 

CNi/ JbàOP ^ 01 jokoi conaéeirtiveÉÉierrt te^ |)6ii>ts^î ; É^V*' 
C,. . . (fig. 119) où la çuttonférencei es^JèdUp«^ïP*s f4 
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,§s§*^ L mm* m msmwmau w»> 
<ir$te^ W en^ 

polygone circonscrit. ^ {V/ 

177. Perforas dçs j^l^ics r^uliers. — 1^ 

périmètre ou' contour d un polygone régùlibr peut être 
cenpia&* sefrj^^ î sait^etotlw»leût> 

au rayon de ce polygone. .-tui-klt 
1°. Étant donné le côté du polygone , le périmètre est 
é\fàet^#n**4%a! >à <t^&tàn%Veftttyriêemteïï$ dé?îêis 

2°. Rapporté au rayon du p(5l^l>rië^aéè}g!ié^iKi^J# 
le M\&&& td^fâdife, éêèigQé p&r ! ; r est ealftttlé tie 4a 
màifiêrcP&ui$àBté ij i ô o i uq £ . -/a^ 'i. î r- i> . 

Pour le carré, d'après le n° nw&'teftf my <-nru6- 

ou a 2 = r 2 + r 2 = 2 r 2 , 

et le périmètre ^f^^îV.ir* 
Pour YhemWW&rtmj v AlWPHl§fim<*™ et la 

/'S. 116, 

> $>»fc -ifr d&agpae, îé^iôr h > î après i Jte m 1 ' 17,4 #tj ia 

d'où • f,fîf/{ ? * rjf ft ^ ^fVlT — V^^ A ^ 

e mf§tk^^^9mp^ tfffcw A)<f\ MO A uroiffoo ot 
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MESURE DÉ tk ClRdOSPfiHE^riE *f 1 W VîfeêÈii. 

Wâw» deioife .^s itPià«gl*s^A0B, B0C ^COD'T'etcr'.'-Sâ- 
vo i r jr> f-om v.v ■; 

\ AB x QM + |BCx 031 + i.CD x OM + . ^ . 
cfesfrrôrdîrô la moitié du produit du périifiètïre'P&r fàpo-? 

thème. u\: , > ;< :(•• "f. » );;' 

p 

j'.O Y'! 'Mi • ■:. , > , -ri; 1 •>! .•' !' f .:tiii! . î 

2 j|ftt* Rapports ^e* périmètre* et degh*ir**,~'i 

Deux polygones réguliers d'un même nombfe)Kl$ «0të$i 
étçut semblables (n Q 105), , ; ; , -n, t;! i , - . ; 

V L§i pappprt de, leurs p^im^res ,est égal à celui; çtesj 
côtés , ou des rayons , ou des apothèmes*. QU.Mejtaftfffri 
autres li^fSfh^i^lQguesî ; f i ? j i m - uj <I 
2°. Le rapport de leurs aires est égal à celui des car- 
rés de ces lignes homologue!* ( n° ï£^). 

Hi Jj ^ ' MESÉR^bE LA GRciïNTÉHfÉSCE ET DU CERCLE ' ' 

ISO. Limite des codeur g /polygonaux. — Toute 

ligne AMNB (fig. 120) convpxe gn chacun de ses poinlgo 
(n°40) est la limite âç§ ligu<$ brisées, .q^^^ne^, 
inscrire, et qui ont les iriômes extrémités À et B. 
r «Ètf «5*(Ma arôiîç' AB qui! joint ceS f deiîi r extbé4flit<és 
est plus courte que AMNB ( n° 49). « Tl t 

Inscrivory?ol^;#gne fcri^ée, A(^eu^ : p.ôtés'Àfi , CB : le 
contour ACB est plus gr^juLq^ M tn° 4*) , et se rap* 
proche plus de AMNB, flui e^t^nçore plus grand. . . 

Inscrivons la ligne ; Brisée à trôis cotés AC x CD^ DB : 
le contour ACDB , \>ixk ^rahtf ï& kQÈ\h'^mW^ks" 
de AMNB , qui est encore plus grand. 

ni&aitf &'de ^itehittéfimment , en remplaçant loujoôls 
uhiQ&&&kêÉ;>Aé la déMièi^Jigh#tlâlï& ^dëttx^uîrcs i 
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ayant mêmes extrémités : le nouveau contour sera plus 
grand que le précédent , jet s'approchera sans cesse de 
la ligne AMNB , tant qu'on pourra diviser en deux Tune 
des portions de celle-ci, comprise entre deux sommets 
consécutifs des lignes inscrites. 

La ligne AMNB est ce qu'on appelle la limite des lignes 
inscrites, ou, en d'autres termes, c'est la dernière 
ligne brisée à laquelle conduirait le fractionnement ci- 
dessus poussé à l'infini. 

Appliqué à la circonférence du cercle dans lequel on 
inscrirait successivement des polygones de 3, 4, 5, 
6, etc., côtés, jusqu'à un nombre infini de côtés, ce 
raisonnement conduit à cette importante conclusion que 
toute circonférence est la limite des contours polygonaux 
inscrits, ou, si l'on veut, le dernier de ces polygones. 
Et , bien que rien ne s'oppose à considérer ce dernier 
polygone comme régulier, il n'est nul besoin de se préoc- 
cuper de cette question pour résoudre les suivantes. 

181. Rapport des circonférences. — Deux circonfé- 
rences étant proposées, on pourra les considérer comme 
les derniers contours polygonaux , semblablement inscrits 
( n° 180) ; et le rapport des contours polygonaux sem- 
blables étant toujours égal au rapport des rayons , qui 
sont des lignes homologues , ce dernier rapport sera en- 
core égal à celui des deux circonférences. 

Ce même rapport des rayons, ou des diamètres, sera 
égal au rapport de deux lignes homologues quelconques, 
par exemple des arcs semblables ou de leurs cordes. 

«apports des cercles. — Les mêmes circonfé- 
rences étant données et considérées comme deux con- 
tours polygonaux semblables, d'un nombre infini de 
côtés, le rapport des aires des deux cercles sera égal au 
rapport des carrés des rayons , puisque celui-ci est égal 
au rapport des aires de tous polygones semblables. 
Les secteurs semblables, les segments semblables, etc. 

6 
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seront aussi dans le rapport des carrés des rayons , ou 
des diamètres. 

183. Mesures du cercle, — Considérer la circonfé- 
rence comme un polygone d'un nombre infini de côtés, 
c'est regarder le cercle comme formé d'une infinité de 
triangles ayant pour hauteur commune le rayon , et 
pour somme des bases la longueur de la circonférence. 
Donc L'aire du cercle aura pour mesure la moitié du 
produit de la circonférence par le rayon. 

Tout secteur de cercle AOBC ( pg. 10) aura pour me- 
sure l'aire du cercle réduite dans le rapport de l'angle 
au centre AOB à fx angles droits , ou de l'arc AB à la cir- 
conférence. C'est la même chose que la moitié du pro- 
duit de l'arc ACB par le rayon. 

Tout segment ABC aura pour expression la mesure du 
secteur AOBC moins la mesure du triangle AOB. 

ISA» Expressions de h\ circonférence et du cer- 
cle.— En désignant par tt la circonférence du cercle dont 
le diamètre est pris pour unité , on aura (n° f 8ï ) , pour 
calculer la circonférence à rayon r, ou diamètre 2 r, 

cire, r 2r , rt 
— -7-, d ou cire, r = 2 Ter. 

On aura la surface du même cercte à rayon r, en 
multipliant l'expression ci-dessus de sa circonférence 
par 1/2 ?• (n° 198), d'où 

cerc. r = tt r 2 . 

Pour appliquer ces deux formules , il faut connaître tt, 
c'est-à-dire la longueur de la circonférence dont le dia- 
mètre est 1 , ou , ce qui revient au même , le rapport d'une 
circonférence quelconque à son diamètre (en termes 
précis, le quotient de la circonférence par le diamètre). 

On y arrive de bien des manières. La plus directe 
consiste à partir d'un polygone régulier dont on a le 
côté, ou le périmètre, pour en déduire successivement 
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les périmètres des polygones réguliers inscrits qui au- 
raient deux fois, quatre fois, huit fois, etc., plus de 
GÔtés , approchant ainsi de la circonférence autant qu'on 
ie voudra, et prenant le périmètre du dernier polygone 
pour la valeur approximative de la circonférence. 

I$5. Polygones à cotés doublés. — Soit AB (fig. 121 ) 

le côté d'un polygone régulier inscrit; si Ton mène le 
diamètre COE perpendiculaire sur AB , on aura AG pour 
le côté du polygone régulier inscrit qui a deux fois plus 
de côtés. On calcule celui-ci au moyen du premier , en 
partant des trois égalités suivantes (n os 99 et flSO). . 

AC 2 = CE x CD , 
CD = CO — OD, 

OD = VAO 2 — AD 2 . 

Portant la valeur de OD dans celle de CD, puis celle-ci 
dans celle de AC 2 , on trouve 

AC 2 = CE (CO — VAO* — Al) 2 ). 
Posant AB = a, AC = b, AO = CO = r, on a 

6 2 = 2r(r — Vr 1 — ^a 2 ) 

ou J b 2 = r(2r— l/V 2 — a 2 ); 

et si , pour plus de simplicité , on prend r = 1 , on aura 
la formule générale 

6 2 = 2 — Vk — a\ 

Supposons , par exemple , qu'on parte du carré inscrit, 

dont le côté (n°W7) est a = r V2, et ici a = v/Jl 
pour calculer le côté b de l'octogone : on aura 

6 2 = 2 — VV^-l = 2—1^2. 
Pour calculer ensuite le côté c du polygone de 16 côtés , 
il faut changer a en b , et b en c , dans la formule géné- 
rale, qui donne 

c 2 = 2 — l/4^F=2 — V^ — 2+^2 = 2 — V2+1/2: 
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> 

En passant au polygone de 32 côtés, il faut remplacer a par 
c et b par d ( qui est le côté du nouveau polygone), d'où 

La loi est évidente, chaque nouveau polygone ame- 
nant ainsi un radical de plus. Et , pour avoir les con- 
tours des polygones (contours pris pour valeurs ap- 
proximatives de la circonférence) , il suffira de mulliplier 
la valeur d'un des côtés par leur nombre. 

1SG. Polygone» isopérlmètreN. — Deux polygones 

sont isopèrimètres si leur périmètre est le même, avec des 
cotés quelconques. Étant donnés le rayon OA (/ig. 122) 
et l'apothème OP d'un polygone régulier, on peut en dé- 
duire le rayon et l'apothème du polygone régulier iso- 
périmètre ayant un nombre double de côtés. 

Le cercle étant circonscrit au premier polygone , dont 
le côté est AB , l'arc AB mesurera l'angle au centre AOB. 
Cet angle sera deux fois plus petit pour le second poly- 
gone , et par conséquent égal à l'angle inscrit ACB. Le 
côté de ce second polygone devant aussi élre moitié de 
celui du premier, sera A' B' menée parallèlement à AB 
par le milieu P' de CP. Donc CA' = CB' sera le rayon du 
second polygone , et CP' son apothème ; on aura 

CP' = i CP = l - ( CO + OP) = | ( AO + OP). 

Si l'on joint le centre 0 avec le milieu A' de AC, l'angle 
0 A' C étant droit ( n° 1413 ) , on aura ( n° 99 ) 

CA' = l/CO x CP' = l^AO x CF. 

En faisant, pour abréger, OA = R et OP = r, CA' = R'. 
CP' = r', les valeurs ci-dessus de CP' et CA' deviendront 
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Cette valeur de r' peut prendre Tune ou l'autre dos formes 

r' = r + i(R-r), r' = R- î (R-r), 

et comme R surpasse r, r' surpassera r, tout en restant 
inoindre que R, ce qui rend R' inférieur à R. Ainsi, en 
passant du premier au second polygone, l'apothème 
augmente et le rayon diminue; c'est-à-dire que les cir- 
conférences, inscrite et circonscrite au même polygone, 
vont en se rapprochant continuellement à mesure qu'on 
augmente le nombre des côtés des polygones isopéri- 
mètres. A la limite , le dernier de ces polygones sera 
égal à ces circonférences confondues en une seule. 

Des formules ci-dessus il résulte que, si l'on connaît 
l'apothème r (ou premier nombre) et le rayon R (ou 
deuxième nombre) d'un polygone, on aura pour le sui- 
vant un apothème (ou troisième nombre ), moyen arith- 
métique entre le premier et le deuxième, et un rayon R' 
( ou quatrième nombre ) , moyen géométrique entre le 
deuxième et le troisième ; et ainsi de suite, prenant alter- 
nativement des moyennes par différences et par quotients 
entre les deux nombres qui précèdent immédiatement 
celui que Ton cherche. Par exemple , dans le carré dont 

le côté est 1 et le périmètre h , l'apothème | et le rayon 

1 _ 

2 V2 pourront être considérés , le premier comme moyen 
arithmétique entre 0 et 1 , et le second comme moyen 

géométrique entre 1 et ^ (ce qui revient d'ailleurs à 

prendre pour premier polygone celui de 2 côtés, dans 
lequel l'apothème serait 0 , le rayon 1 et le périmètre h); 
d'où résulte la proposition suivante : Une suite de nom- 
bres dont les premiers sont 0 et i , et doubles autres sont 
moyens entre les deux qui précèdent , alternativement par 
différence et par quotient, a pour limite la valeur du 
r <*yon d'une circonférence égale à 4, 
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187. Rapport de la circonférence an diamètre. 

— Pour appliquer la méthode du n° 185 à la recherche 
de la circonférence dont le diamètre est l'unité, il faudra 
prendre seulement les demi-périmètres des polygones 
calculés dans la supposition d'un rayon égal à 1 , ou 
d'un diamètre égal à 2. Alors on trouvera 

Nombre des côtés. Demi-périmètres. 



Le calcul poussé plus loin donne ir == 3,1415926. 

La méthode des polygones isopérimètres (n° 18* ) 
donne , en partant de l'hexagone régulier inscrit , dont 
le rayon est 1 et le périmètre 6 , les résultats suivants : 



1024 
2048 
4096 



4 
8 
16 
32 
64 
128 
256 
512 



2,8284271 

3,0614674 

3,1214451 

3,1365485 

3,1403311 

3,1412772 

3,1415138 

3,1415729 

3,1415877 

3,1415914 

3,1415925. 



Nombre des côtés. Rayon. 



1536 0,9549303 
3072 0,9549298 
6144 0,9549297 



6 1,0090000 

12 0,9659258 

24 0,9576622 

48 0,9556118 

96 0,9551001 

192 0,9549725 

384 0,9549403 
768 • 0,9549323 



Apothème. 

0,8660254 
0,9330127 
0,9494693 
0,9535657 
0,9545887 
0,9548444 
0,9549083 
0,9549243 
0,9549283 
0,9549293 
0,9549296. 
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En ajoutant le rayon et l'apothème du dernier poly- 
gone, on aurait 1,9098593 pour le. diamètre d'un cercle 
dont la circonférence est 6. La valeur de tr sera donc le 
quotient de 6 par 1,9098593 , savoir, comme précédem- 
ment, tz = 3,14159226. 

Si Ton se borne à 4 décimales on aura 

Divisant les deux termes de la fraction par le numéra- 
teur, on aura 

1416 _ 1 

10000 — „ 88 ' 

7 H 

^ 1416 

ri négligeant la fraction très-pelite qui se trouve au 
dénominateur, on aura 

1 22 

qui est la valeur trouvée par Archimède. 

88 

Mais si Ton conserve la fraction 77-^ , qui revient à 

1415 

1 

tres-peu près à — , on aura 

1416 _ 1 _ 16 
10000 — „ . 1 — 113' 
7+ Î6 

et par suite 

16 355 

* = 3 + ÎÏ3 = ÏT3 : 
c'est le rapport trouvé par Métius , et qui, réduit en dé- 
cimales, reproduit 3,1415929, valeur exacte jusqu'à la 
6 e décimale inclusivement. On retrouve ce rapport en 
écrivant les trois premiers nombres impairs, chacun 
deux fois, comme il suit 

113355, 

puis prenant les trois derniers chiffres 355 pour numé- 
rateur , et les trois premiers 113 pour dénominateur. 
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CHAPITRE XXII. 

DES PERPENDICULAIRES ET OBLIQUES AU PLAN. 

188. Droite perpendiculaire au plan. — Si une 

droite OA (fig. 123) est perpendiculaire à deux autres 
droites OB , OC , menées par son pied dans un plan MN , 
elle sera perpendiculaire à toute autre droite OD menée 
par son pied dans ce plan. 

Pour le prouver , prolongeons OA» de l'autre côté du 
plan, d'une quantité égale OA' ; prenons sur OB et OC deux 
points B et C tels que OD se trouve dans l'angle BOC; 
menons BC, qui coupe OD en D , puis AB, AC, AD, A'B, 
A'C, A'D. On aura doux obliques égales AB , A'B, deux 
autres obliques égales AC, A C, et BC commun, ce qui 
rend égaux les deux triangles ABC, A'BC, et par suite 
les deux angles ABD, A'BD; [alors les deux triangles 
ABD, A'BD sont égaux, comme ayant un angle égal 
compris entre côtés égaux : donc AD = A'D, et par 
conséquent OD est perpendiculaire sur OA, ce qu'il fal- 
lait démontrer. 

La droite OA est dite perpendiculaire au plan MN ; et 
réciproquement, le plan déterminé parles deux droites 
OB, OC perpendiculaires sur OA, est dit perpendiculaire 
à cette dernière droite. 

Il résulte de là que Par un point donné sur un plan 
ou en dehors , on ne peut mener qu'une perpendiculaire 
à ce plan. Car si l'on pouvait en mener deux , celles-ci 
devraient être perpendiculaires à l'intersection de leur 
plan avec le plan donné, ce qui est absurde, vu que 
les trois lignes sont dans le même plan (n°* 417 et 49). 

Par une raison toute semblable on ne peut, d'un point 
pris sur une droite ou en dehors, mener à cette droite 
qu'un seul plan perpendiculaire. 
Il résulte encore de là que si l'on fait tourner un angle 
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droit (c'est-à-dire son plan), autour de l'un des côtés 
de l'angle, l'autre côté décrira un plan perpendiculaire 
au premier. Réciproquement, si Ton fait tourner un 
plan sur lui-même , autour du pied d'une perpendicu- 
laire à ce plan , cette perpendiculaire ne change pas de 
place et est comme l'axe du mouvement rotatoire. 

ISO. Obliques au plan. — Un plan et une droite 
étant donnés dans l'espace, et prolongés au besoin, si 
leur rencontre a lieu, la droite sera dite oblique au 
plan, en supposant toutefois qu'elle ne lui soit pas per- 
pendiculaire. 

Cela posé , d'un point extérieur au plan , ayant mené 
à ce plau : 1° la seule perpendiculaire possible ; 2° autant 
d'obliques que l'on voudra, tout autour de la perpendi- 
culaire et à toute distance de son pied : on pourra 
mener, suivant la perpendiculaire d'une part et suivant 
chaque oblique d'autre part, un plan que l'on fera 
tourner autour de la perpendiculaire comme charnière, 
jusqu'à ce qu'il vienne coïncider avec un plan fixe, 
sur lequel on rabattra ainsi toutes les obliques ; alors 
on retombera sur le cas des obliques contenues dans 
un même plan, et l'on tirera toutes les conséquences 
déjà déduites aux n°* 50et 51. 

Ensuite, on pourra ramener, si l'on veut, les obliques 
à leurs positions primitives , les pieds de ces obliques 
traçant sur le plan des portions de circonférence, de 
même rayon ou de rayons différents, suivant que les 
obliques seront égales ou inégales de longueur, écartées 
également ou inégalement de la perpendiculaire , le pied 
de celle-ci étant le centre commun de toutes les circon- 
férences. 

ISO. Mener une perpendiculaire a un plan. — 

Par un point donné, sur un plan ou hors d'un plan, me- 
ner une droite perpendiculaire à ce plan. 

6. 
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1°. Si le point est donné sur le plan, de ce point 
comme centre et d'un rayon arbitraire on décrira une 
circonférence sur le plan ; et, appuyant, en trois points 
de cette circonférence , trois obliques égales et plus lon- 
gues que le rayon du cercle ainsi décrit, on fera coïnci- 
der les extrémités des obliques ; et la perpendiculaire 
sera menée de leur point de jonction à celui qui est 
donné sur le plan. 

On résout encore ce problème en posant deux équerres i 
sur le plan, les angles droits au point donné, un des 
côtés de chaque angle sur le plan, et les autres en coïn- 
cidence et faisant connaître la direction de la perpen- 
diculaire. La position la plus avantageuse des deux 
équerres , est celle qui met à angle droit leurs côtés ap- 
puyés sur le plan, 

2°. Si le point est donné hors du plan, de ce point oo 
fera partir trois obliques égales qui viennent aboutir au 
plan en trois points suffisamment espacés ; et par ces 
trois points, on fera passer une circonférence, dont le 
centre sera le pied de la perpendiculaire. 

ItM. Mener un plan perpendiculaire à une droite. 

— Par un point donné sur une droite ou en dehors, me* 
ner un plan perpendiculaire à cette droite. 

1°. Si le point est donné sur la droite, on élèvera à 
celle-ci, et en ce point, deux perpendiculaires suffisam- 
ment écartées, et toute droite glissant sur ces deux per- 
pendiculaires engendrera le plan demandé. On pourrait 
aussi n'élever qu'une perpendiculaire à la droite donnée 
et la faire tourner autour de celle-ci (n° IW). 

2°. Si le point est donné hors de la droite, on mènera 
dans leur plan une perpendiculaire du point sur la 
droite ; et par l'intersection, on mènera une seconde per- 
pendiculaire à la droite donnée. Ou bien, on fera tour- 
ner la première perpendiculaire comme tout à l'heure. 
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!•)*?• Wiener, dans IVspaee, une perpendiculaire 

à une droite. — Si, par un point donné, il s'agissait 
de mener une perpendiculaire une droite donnée, il 
faudrait distinguer les deux cas suivants : 

1°. Le point est sur la droite. Alors il y a une infinité 
de perpendiculaires, qui toutes sont dans un même 
plan perpendiculaire h la droite donnée. Il faut donc, 
pour déterminer la question , donner le plan dans le- 
quel on doit conduire la perpendiculaire, plan mené 
lui-môme suivant la droite donnée. 

2°. Le point est hors de la droite; et alors il suffit, 
comme on Ta fait au numéro précédent, de conduire 
un plan par ce point et cette droite, et dans ce plan la 
perpendiculaire demandée. On peut aussi résoudre la 
«picstion de la manière suivante : 

Par la droite donnée BG (/?#. 124) , on mène un plan 
quelconque MN ; du point donné A , on abaisse sur ce 
plan la perpendiculaire AO, et de son pied 0 la perpen- 
diculaire OD sur BG : la droite AD sera perpendiculaire 
àBC. En effet, prenant DB = DG , et joignant OB, OC, 
\B, AC, on aura OB — OG comme obliques égales; et 
les triangles AOB, AOC, rectangles en 0, ayant OA 
commun et OB = OG , seront égaux : d'où AB ^ AC ; mais 
BD = CD , et AD est commun , ce qui rend égaux les trian- 
gles ABD, AGD; par suite angle ADB = angle ADC, et AD 
est perpendiculaire à BC. 

Inclinaison mutuelle d'une droite et d'un 

ptan. — Nous avons dit ( n° <■•) que l'angle aigu formé 
par deux*droites qui s'entrecoupent se nomme leur in* 
dinaison mutuelle. Quand il s'agit d'un plan MN {fig. 
et d'une droite AB, qui le rencontre en B, pour avoir 
leur inclinaison il faut, d'un point A de la droite, abais- 
ser sur le plan la perpendiculaire AO, joindre le pied 0 
de celle-ci avec B : l'angle ABO est l'inclinaison de AB 
sur MN. C'est le plus petit des angles que AB puisse 
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faire avec toute droite menée par le point B dans le plan 
MN. Car supposons une autre droite BO', que nous pren- 
drons égale à BO ; la perpendiculaire AO sera plus courte 
que l'oblique AO' : donc, des deux angles ABO, ABO', 
compris entre les mêmes côtés, le premier, opposé à 
AO, est plus petit que le second, opposé à AO'. 



CHAPITRE XX11I. 

DES DROITES ET PLANS PARALLÈLES. 

194. Parallélisme dans l'espace.— On sait(n° ©3) 

que deux droites perpendiculaires à la même droite et 
dans le même plan sont dites parallèles et ne peuvent se 
rencontrer. Dans l'espace , le parallélisme peut exister 
entre des droites , entre des plans , entre des droites et 
des plans. Nous allons examiner ces trois cas. 

195. Parallélisme des droites. — Deux droites AB, 
CD {fig. 126), perpendiculaires à un même plan MN, sont 
parallèles entre elles. 

Joignons les pieds de ces perpendiculaires par la 
droite BD, contenue ainsi dans le plan MN ; dans le 
même plan, menons DE perpendiculaire à BD; enfin, 
tirons AD. La droite DE se trouvera tout à la fois per- 
pendiculaire à BD par construction , à AD (n° f »£) et à 
CD (n° 188) , et ces trois droites seront dans un même 
plan (n° 188). Donc AB, qui a deux points dans ce 
plan, y sera tout entière. Donc enfin, AB et CD, étant 
dans un même plan, et toutes deux perpendiculaires à la 
même droite BD comme perpendiculaires au plan MN , 
seront parallèles entre elles. 

Béciproquement , Si deux droites AB , CD sont parai- 
Aèles entre elles, tout plan MN mené perpendiculairement 
à lune AB , sera aussi perpendiculaire à Vautre CD. 
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Car si, par le pied B de AB, on mène à cette droite et 
dans le plan des parallèles, la perpendiculaire BD, celle- 
ci sera aussi perpendiculaire à CD (n°*J), qu'elle cou- 
pera en D dans le plan MN puisque BD s'y trouve. Dans 
ce plan , menons DE perpendiculaire à BD , et DE sera 
aussi perpendiculaire à AD (n° tO£), et par suite au 
plan ADB qui est celui des parallèles AB , CD. Donc DE 
est perpendiculaire à CD ; et CD , perpendiculaire à la 
fois sur BD et DE , est perpendiculaire à leur plan MN. 

De la proposition directe il résulte que Tant de droites 
qu'on voudra , perpendiculaires à un même plan , sont 
parallèles entre elles, leurs distances mutuelles étant 
données par les droites menées entre leurs pieds dans 
le plan. Et, de la proposition inverse on peut conclure 
que Toutes les droites parallèles dans l'espace, sont per- 
pendiculaires aux mêmes plans ; en sorte que Deux ou 
plusieurs droites parallèles à une même droite sont pa- 
rallèles entre elles, puisque le plan mené perpendicu- 
lairement à cette dernière droite sera aussi perpendi- 
culaire à toutes les autres. 

Donc si, par Tune quelconque de ces parallèles, on 
conduit un plan , on pourra le faire tourner autour de 
cette droite comme charnière , et l'amener successive- 
ment par toutes les autres parallèles ; et si, dans chaque 
position du plan , on y conduit des parallèles à la char- 
nière, ces nouvelles lignes seront aussi parallèles à 
toutes les autres situées hors du plan; donc Autant de 
plans que l'on voudra, menés par autant de parallèles 
que l'on voudra, ne peuvent s'entrecouper que suivant 
des droites parallèles aux premières. 

19îi. Parallélisme dos plans. — Deux plans MN, 
PQ (/?#. 127), perpendiculaires à la même droite AB,sont 
parallèles entre eux. 

Car en joignant un point 0 de leur intersection avec A 
et avec B, on aurait deux perpendiculaires OC A, ODB, 
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abaissées du même point sur la même droite AB , puisque 
celle-ci est perpendiculaire à toute droite AC, BD, me- 
née par son pied dans l'un et l'autre plan. Mais cela est 
impossible (n° •■©), et la rencontre ne peut avoir lieu. 

Réciproquement, Si deux plans MN, PQ sont parallèles, 
toute droite AB perpendiculaire à l'un MN, sera aussi per- 
pendiculaire à Vautre PQ. 

Car un plan quelconque mené suivant AB coupera 
MN et PQ suivant deux droites AC , BD, qui ne peuvent 
se rencontrer à cause du parallélisme des plans MN, 
PQ. Mais AB est perpendiculaire à AC , donc elle Test 
aussi sur BD. Pareille conséquence pour deux autres 
droites AC, BD', amenées comme AC et BD. DoncAB, 
perpendiculaire à deux droites BD et BD' du plan PQ , est 
perpendiculaire à ce plan. 

Il résulte de là que deux perpendiculaires communes 
aux pions parallèles MN , PQ , étant parallèles entre elles 
(n° et perpendiculaires aux droites qui joignent 
leurs pieds sur chaque plan , forment avec celles-ci un 
rectangle. Les deux perpendiculaires ont donc même 
longueur , et comme elles mesurent la distance des plans 
MN , PQ , et peuvent être menées partout, ces plans sont 
aussi partout à la même distance l'un de l'autre. 

Enfin , Deux ou plusieurs plans parallèles à un même 
plan, sont parallèles entre eux, puisqu'une perpendicu- 
laire élevée sur ce dernier plan sera perpendiculaire sur 
tous les autres. 

197. Parallélisme des droites et des plans. — Si 

deux droites AB, CD (fig. 128) sont parallèles, tout plan 
MN (autre que celui de ces parallèles) mené par l'une 
des droites AB est parallèle à Vautre CD. 

Car AB, ne pouvant sortir du plan ABDC des parallèles, 
rencontrerait le plan MN suivant CD , ce qui est absurde. 

Toute autre droite CD', menée dans le plan MN pa- 
rallèlement à CD, est aussi parallèle à AB (n° f ©5) ; ou, 
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• 

en d'autres termes, tout plan ABD'C mené suivant AB 
ne peut couper MN que suivant une parallèle B'C'à BC. 

Si AG et BD sont des perpendiculaires au plan MN , la 
droite CD menée par les pieds de ces perpendiculaires, 
étant parallèle à AB , on aura AC = BD ; ce qui veut dire 
aussi que tous les points de AB sont à égales distances 
du plan parallèle MN. 

108* Mener des droites et des plans parallèles. — 

1°. Par un point donné , mener une parallèle à une droite 
donnée. 

On mène un plan par ce point et cette droite, et Ton 
n'a plus à résoudre qu'un problème de géométrie plane 
(n° lo) , lequel n'a qu'une seule solution. 

2°. Par un point donné A (fig. 127 ) mener un plan pa- 
rallèle à un plan donné PQ. 

Du point A on abaisse la perpendiculaire AB sur le 
plan PQ (n° Itlo) ; et par le même point A, on mène k 
cette droite AB un plan perpendiculaire (n* f<M ), qui 
sera parallèle au premier , et le seul possible. 

3°. Par un point donné A (fig. 127) mener une paral- 
lèle à un plan donné PQ. 

De ce point on abaisse sur ce plan une perpendicu- 
laire AB ; et par le même point A on mène à cette droite 
un plan perpendiculaire MN. Alors toutes les droites AC, 
AC, etc., de ce plan, menées par le point A, seront des 
parallèles au plan PQ. 

Réciproquement, par un point donné C (fig. 128) me- 
ner un plan parallèle à la droite donnée AB. 

On conduit, par le point et la droite donnés , un plau 
servant à mener CD parallèlement à AB. Tout plan MN 
passant par CD (autre que BACD) sera parallèle à AB. 

f09. Intersection de deux plans parallèles par 

un troisième. — Les intersections de deux plans paral- 
lèles par un troisième sont parallèles. 
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4 

En effet, ces intersections sont dans un même plan; 
et si elles se rencontraient , les plans parallèles se ren- 
contreraient aussi. 

• 1 

20O. Droites parallèles entre plans parallèles, 

— Les parties AB, CD (fig. 129) de deux droites paraU 
lèles comprises entre deux plans parallèles , sont égales. 

En effet, le plan des deux parallèles coupe les deui 
plans suivant deux droites AG, BD aussi parallèles entre 
elles; donc ACBD est un parallélogramme, et AB = CD, 

£01. Angles a côtes parallèles. — Deux anglti 
BAC, B'A'C (fig. 130), non situés dans le même plan > 
sont égaux s'ils ont leurs côtés parallèles et dirigés dans 
le même sens chacun à chacun. 

Faisons AB = A' B' et AC = A' G', puis menons AA', BB', 
CC'; les deux figures ABB' A' et ACC'A' étant des parallé- 1 
logrammes (n° 78), les droites BB' et CC' seront égales 
et parallèles, comme étant égales et parallèles à la même 
droite AA' : donc la figure BCG'B' est aussi un parallélo- 
gramme, et BC = B'C. Alors les deux triangles ABC, 
A'B'C sont égaux comme ayant les trois côtés égaui 
chacun à chacun , et angle BAC = angle B' A' C. 

On arrive à la même conséquence si , comme au n°68i 
on transporte les côtés A'B' et A'C parallèlement à eux- 
mêmes en AB et AG : ni l'un ni l'autre n'ayant tourné, 
l'angle compris n'aura pas changé. 

Cet angle n'aura pas non plus changé, si l'on fait 
faire à AB une demi-révolution pour l'amener sur son 
prolongement AB", de même qu'à AC pour l'amener 
en AC". 

Mais l'angle sera remplacé par son supplémentaire si 
l'un des côtés AB est demeuré en place , tandis qtë 
l'autre côté AC a tourné d'une demi- révolution pour 
arriver en AC". 

En outre, il est facile de voir que les plans des deiï 



Digitized by Google 



DES DROITES ET PLANS PARALLÈLES. 1J7 

angles BAQ , B' A' C sont parallèles. Car chacun des côtés 
AB, AG de l'un ayant sa parallèle dans le plan B' A' C, 
est parallèle à ce plan et ne peut le rencontrer (n° 197); 
ce qui arriverait pourtant si les deux plans s'entrecou- 
paient, puisque leur intersection serait oblique aux 
droites AB, AC, ou du moins à Tune d'elles dans le cas 
où Fautre serait parallèle à cette intersection. 

909. Angle de deux droites non situées dans an 

même plan. — Soient AB, CD (fig. 131) deux droites 
non situées dans un même plan. Pour avoir leur incli- 
naison mutuelle, on les transportera chacune parallèle- 
ment à elle-même, en les assujettissant à passer par 
un point arbitraire, qui devient le sommet de l'angle 
cherché. 

On peut aussi, par un point A pris sur AB, mener à 
CD la parallèle AE; ou bien , par un point C pris sur CD, 
mener à AB la parallèle CF : l'un et l'autre des angles 
BAE , DCF sera celui des deux droites données ; et ces 
angles ayant leurs côtés parallèles chacun à chacun, se- 
ront dans des plans parallèles. Donc deux droites AB, 
CD, non situées dans le même plan , sont toujours dans 
deux plans parallèles. 

903. Droites coupées par trois plans parallèles. 

— Les portions de deux droites quelconques AB, CD 
(ftg. 132), interceptées entre trois plans parallèles MN , 
PQ , RS , sont proportionnelles. 

Soient A et B, C et D, les points où les droites AB et 
CD percent respectivement les plans extrêmes MNetRS; 
soient E et F les points où elles percent respectivement 
le plan intermédiaire PQ. Menons AD, et soit^O le point 
d'intersection de cette droite avec le plan PQ, on aura 
EO parallèle à BD , OF parallèle à AC (n° f OO) ; et la si- 
militude des triangles AEO et ABJ) d'une part, et des 
triangles DOF, DAC d'autre part, donnera le rapport 
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des parties AO et OD, égal au rapport des parties AE et 
BE, et au rapport des parties CF, DF, ce qui établit l'é- 
galité des deux derniers rapports. 



CHAPITRE XXIV; 

i 

DES ANGLES DIÈDRES. 

£04. Génération et mesure de l'angle dièdre.— 

On a vu , au n° £», la génération des angles par le mou- 
vement d'une droite tournant autour de l'un de ses 
points, en restant dans un seul et même plan ; aui 
n os 30 et 35 , que dans ce mouvement tout point de la 
droite génératrice décrit un arc de cercle, proportionnel 
à l'angle; enfin, au n° l&H, Qu'une droite perpendicu- 
laire à une autre, venant h tourner autour de celle-ci 
comme axe , engendre un seul et même plan perpendi- 
culaire à cet axe. 

Maintenant, considérons un nombre quelconque de 
perpendiculaires AB, A'B', A"B", etc. (/?#. 133), menées 
à une même droite MN, du même côté de celle-ci, et 
couchées sur le même plan MNPQ. Si Ton vient à faire 
tourner ce plan autour de MN comme charnière, les 
droites AB, A'B', etc., tourneront ensemble, chacune 
décrivant un plan perpendiculaire à la charnière, et 
chaque point de Tune de ces droites génératrices tra- 
çant, dans son plan, un arc de cercle proportionnel à 
l'angle. 

Or, il est évident que chacune de ces droites, prise 
A part et considérée dans le plan qu'elle décrit, n'est 
pas autre chose que la droite génératrice d'un angle or- 
dinaire, et dont nous avons jusqu'ici étudié les pro- 
priétés; que, les unes par rapport aux autres, ces 
droites décrivent, entre deux positions du plan MNPQ, 
MNP' Q', des angles à côtés parallèles, dirigés dans le 
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même sens et situés dans des plans parallèles (n° £Ol), 
en sorte que tous ces angles sont égaux entre eux. 

Alors il suffit d'en considérer un seul BAC, en un 
point quelconque A de la charnière , compris entre deux 
perpendiculaires à cette charnière, Tune AB dans le plan 
à sa position initiale MNPQ, l'autre AC dans le plan à sa 
position finale MNP' Q'. Cet angle augmente ou diminue 
dans son propre plan BAC, et se nomme pour cette rai- 
son angle plan, afin de le distinguer de l'angle compris 
entre les deux plans MNPQ , MNP' Q', et que l'on nomme 
angle dièdre, ou simplement dièdre. 

Ainsi, l'angle dièdre, engendré par le mouvement 
d'un plan tournant autour d'une de ses droites comme 
charnière, a pour mesure l'angle plan engendré en 
même temps par une droite perpendiculaire à cette 
charnière , lequel a lui-même pour mesure l'arc décrit 
simultanément par un des points de cette droite; car 
il y a proportionnalité évidente entre ces trois espèces 
de grandeurs , une partie égale de l'une correspondant 
toujours à des parties égales des deux autres. 

Lorsque le plan générateur de l'angle dièdre aura 
complété une révolution , embrassant tout l'espace , la 
droite génératrice de l'angle plan aura aussi complété 
une révolution qui embrasse tout un plan, et le point 
générateur de l'arc aura décrit toute une circonférence. 
Si le plan , continuant à tourner dans le même sens , fait 
une seconde , une troisième , etc. , révolution , la droite 
et le point feront une seconde, une troisième, etc., révo- 
lution. Si le plan vient à tourner dans un sens contraire, 
il y aura aussi inversion dans les mouvements de la 
droile et du point; et, dans tous les cas, simultanéité et 
proportionnalité. 

La grandeur d'un angle dièdre ne dépend donc pas de 
J'dtendue des deux plans ou faces qui le comprennent , 
pas plus que Touverture de l'angle plan ne varie avec la 
ongueur de ses côtés , ni l'amplitude de l'arc avec le 
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rayon qui sert à le décrire. L'intersection des deux faces 
de l'angle dièdre, qui fait l'office de charnière, se 
nomme V arête du dièdre ; elle correspond à l'intersec- 
tion des côtés de l'angle plan , point que Ton a nommé 
son sommet. , 
Un angle dièdre se fractionne par des plans menés 
suivant son arête, de même qu'un angle plan se divise 
par des droites tirées de son sommet. Toute autre sec- 
tion de l'angle dièdre et de l'angle plan ne change pas 
la valeur de ces angles , dont les faces et les côtés , di- 
minués autant qu'on le voudra, peuvent toujours être 
restitués par un prolongement indéfini. Ainsi on ne frac- 
tionne nullement un angle dièdre au moyen de plans 
perpendiculaires à l'arête, pas plus qu'on ne divise un 
angle plan en fractionnant ses côtés. Cela résulte évi- 
demment de ce qu'on ne peut faire varier un angle 
(comme toute autre grandeur), qu'en agissant confor- 
mément à son mode de génération , réel et non supposé. 

£05. Propriétés générales des angles dièdres. — 

De ce qui précède , et surtout de l'analogie qui existe 
entre l'angle dièdre et l'angle plan correspondant, angles 
que nous désignerons respectivement par les mots de 
dièdre et d'angle, on tire aisément les conséquences 
suivantes : 

1°. Deux dièdres BAC, BAD {fig. 134) sont adjacents 
si, ayant une face commune AB, les autres faces AC, 
AD sont prolongement l'une de l'autre. Dans le cas où 
ils sont égaux, chacun est un dièdre droit, et le plan AB 
{fig. *135) est dit perpendiculaire au plan CAD. Tout 
dièdre BAC (fig. 134) plus petit qu'un droit, est un 
dièdre aigu; et tout dièdre BAD plus grand qu'un droit, 
est un dièdre obtus; les deux ensemble, s'ils sont adja- 
cents , valent deux dièdres droits et sont suppléments 
l'un de l'autre. 

2°. Deux dièdres BAC, DAE {fig. 134) sont opposés 
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par Varêie , si leurs faces sont prolongements les unes 
des autres. Les angles BAD, CAE sont aussi des dièdres 
opposés par l'arête. Tous ces angles, au nombre de 
quatre , résultent de l'entre-croisement de deux plans 
indéfinis. Deux dièdres opposés par l'arête sont égaux , 
et les quatre angles dièdres formés autour de la même 
arête AA' valent ensemble quatre dièdres droits. 

3°. Deux plans perpendiculaires peuvent être considé- 
rés comme les positions extrêmes d'un plan qui a fait 
un quart de révolution autour d'une de ses droites, soit 
dans un sens, soit dans le sens opposé ; deux plans pa- 
rallèles , comme les positions extrêmes d'un plan qui 
s'est déplacé sans tourner, ou en faisant une demi-ré- 
volution; enfin deux plans obliques , comme les positions 
extrêmes d'un plan qui a tourné de quantités intermé- 
diaires. 

U°. Deux plans parallèles, coupés par un plan trans- 
versal , forment des dièdres égaux , comme correspon- 
dants, ou comme alternes-internes , ou comme alternes- 
externes ; et des dièdres supplémentaires comme inter- 
nes du même côté, ou comme externes du même coté. 
Mais deux plans peuvent être également inclinés sur un 
troisième , sans êlre parallèles : il faut de plus que les 
intersections soient parallèles. 

Iles plans perpendiculaires. — 1°. Soit donné 

le plan MN {fig. 136) , et sur ce plan une droite BG par 
laquelle il faut élever un plan perpendiculaire à MN. 
— Menons dans MN une perpendiculaire quelconque BD 
à l'intersection BC , puis sur MN élevons la perpendicu- 
laire BA : le plan mené suivant BC et BA sera perpendi- 
culaire à MN , puisque l'angle ABD qui mesure le dièdre 
est droit. 

2°. Si le point B était seul donné (fig. 137), on mè- 
nerait par ce point une droite quelconque BG dans le 
plan MN, ce qui ramènerait au cas précédent. Mais en 
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menant une autre droite BE dans MN , on aurait un autre 
plan perpendiculaire AE , qui couperait le précédent AC 
suivant AB. On voit qu'on peut ainsi mener, par le point 
B, un nombre indéfini de plans perpendiculaires à 
et qui tous se coupent suivant AB. Ainsi, Tout plan mené 
suivant une perpendiculaire à un autre plan est perpen- 
diculaire à celui-ci. 

:v\ Donc Si les deux plans AC , AE sont perpendicu- 
laires à tin troisième MN , leur intersection AB ( si ces 
plans se coupent) sera perpendiculaire à MN ; et dans le 
cas où les plans AC , AE seraient aussi perpendiculaires 
entre eux, l'angle CBD qui mesure leur dièdre étant 
droit , les trois intersections BA , BC , BD des trois plans 
rectangulaires seraient perpendiculaires entre elles. Ré- 
ciproquement , les plans menés suivant ces trois per- 
pendiculaires, prises deux à deux, formeraient un sys- 
tème de trois plans rectangulairement placés. 

4°. Si la droite AF , par laquelle on doit mener le plan 
perpendiculaire à MN, était en dehors de celui-ci, on 
abaisserait d'un des points A de cette droite , la perpen- 
diculaire AB sur MN ; puis , par AFet AB , on mènerait 
le plan AC comme au premier cas. Mais si la droite don- 
née était la perpendiculaire AB , ou , ce qui revient au 
même , si l'on ne donnait que le point extérieur A, on 
pourrait abaisser sur MN un nombre indéfini de plans 
perpendiculaires AC , AE, etc., qui tous, comme aux 
deuxième et troisième cas , auraient AB pour intersec- 
tion commune. 

5°. Des premier et quatrième cas ci-dessus , il résulte 
que Par une droite donnée (non perpendiculaire), on ne 
peut mener qu'un plan perpendiculaire à un autre plm 
donné MN. Car, si l'on en supposait deux , en les coupant 
par un troisième plan perpendiculaire ù MN , les inter- 
sections seraient deux perpendiculaires menées d'un 
même point de la droite donnée , sur le même plan MK, 
ce qui est impossible ( n° ISS). 
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6'. Deux plans menés j>erpcndicularrement à un troi- 
fème Mx\ , par deux droites parallèles entre elles ( et non 
jerpeudiculaires à MN), sont parallèles entre eux. Car 
en menant deux perpendiculaires a MN , par deux points 
ppspectivement pris sur ces parallèles, elles seront 
si parallèles (ir ; et les plans menés par ces 
x couples de parallèles seront parallèles entre eux 
fc° $©l ) , tout en étant perpendiculaires à MN. 
|7° Cela veut dire aussi que Deux plans parallèles ont 
-T.s- plans perpendiculaires communs. 



Et 




Plus courte distance de deux droites nou 
Jan* le même plan. — On a vu (n° $0*) que 
feux droites AB , CD ( fig. 131 ) non situées dans le même 
1, se trouvent dans deux plans parallèles BAE , FCD. 
r plus courte distance ne peut donc être que la per- 
pendiculaire menée entre ces deux plans , et on peut la 
kmir telle, qu'elle aboutisse h ces deux droites; car si 
toi mène aux plans parallèles deux plans perpendiculai- 
es, l'un suivant AB (savoir BAC F' ) , l'autre suivant Cl) 
savoir DC AE ) , leur intersection AC sera tout h la fois 
rpeudiculaire aux plans parallèles, et aux droites AB, 
p qui passent par leurs pieds. 

Cittt. Uiedre* mesuré» par les angles des per- 
«udieulaires à leurs faees. — Soient AA'B'B et AA'C'C 
138 ) deux plans formant un dièdre dont l'arête est 
i\ et qui a pour mesure l'angle BAC. Si dans le plan 
eeet angle, perpendiculaire à l'arête, on élève AD per- 
eodiculairc à AB , et AE perpendiculaire à AC , l'angle 
>AE sera le même que BAC (n° G» ) ; et ses côtés AD , 
fi, respectivement perpendiculaires aux deux plans 
aunes , pourront être transportées parallèlement à dix- 
ièmes en des points quelconques de ces plans, et de 
tanière à ne plus se rencontrer (n° *€»). 

Vinsi, l'inclinaison mutuelle de deux plans sera don- 
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née par l'angle de leurs perpendiculaires respectives, 
menées Tune et l'autre par des points quelconques, 
mais de telle manière que Ton passe de la première à la 
secorn!e dans le même sens que du premier au second 
plan ; sinon , ces angles seraient supplémentaires. 



CIUPITRE XXV. 

DES ANGLES POLYÈDRES» 

Angle polyèdre. — Supposons qu'on ait plu- 
sieurs droites SA, SB, SG, SD, SE (fig. 139) partant 
d'un même point S , et comprenant deux à deux des an- 
gles plans ASB , BSC , GSD , DSE , ESA : on aura ce qu'on 
appelle un angle polyèdre. On y distingue un point S 
nommé le sommet; des droites SA, SB, etc., nommées 
les arêtes; des angles ASB, BSC, etc., nommés les faces; 
enfin, des dièdres, compris entre ces faces: autant de 
dièdres, que de faces, que d'arètes. 

!ÎÏO. Génération de l'angle polyèdre. — On sup- 
posera qu'à l'origine de l'angle polyèdre, toutes les 
droites SA, SB, etc. (fig. 139), étaient réunies en une 
seule, formant une espèce de faisceau, qui s'est ouvert 
par le mouvement simultané de ces droites, tournant 
chacune autour du point S supposé fixe, de quantités 
quelconques , et dans des directions aussi quelconques. 
Faisant toujours passer un plan par deux droites con- 
sécutives SA et SB, SB et SG, etc., on aura l'angle po- 
lyèdre dans sa grandeur finale SABCDE. 

Il est dit convexe , s'il se trouve tout entier du même 
côté de l'une de ses faces prolongée; auquel cas tous les 
dièdres s'ouvrent vers l'intérieur de l'angle polyèdre, ou 
sont saillants. Il est concave, si un ou plusieurs de ses 
dièdres sont rentrants. 
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Si Ton coupte les faces de l'angle polyèdre par un plan, 
la section ABCDE sera un polygone ayant autant de côtés 
qu'il y a de faces ; polygone convexe ou concave, sui- 
vant que l'angle polyèdre sera lui-même convexe ou 
concave. 

Angle trièdre. — Le plus simple des angles 
polyèdres est celui qui n'a que trois # faces, tel que SABC 
(fig. 140); on le nomme angle trièdre, ou simplement 
trièdre. Il est toujours convexe, puisque sa section par 
un plan est un triangle ABC. 

Tout angle polyèdre S ABCDE {fig. 139) peut être dé- 
composé en trièdres par des plans menés suivant des 
arêtes non consécutives. Si l'angle polyèdre est convexe, 
on pourra faire passer tous ces plans coupants par la 
même arête et par chacune des autres arêtes non voi- 
sines de la première ; de telle sorte que l'angle convexe 
sera partagé en autant de trièdres qu'il a de faces moins 
deux; et, en même temps, la section ABCDE sera par- 
tagée en un pareil nombre de triangles, dont chacun 
correspond à un trièdre. # 

Cette décomposition en trièdres est réellement une 
division, un fractionnement de l'angle polyèdre; et tout 
plan coupant, qui ne passerait pas par le sommet de cet 
angle, comme ABCDE, ne modifierait en rien l'angle 
polyèdre, dont la grandeur est indépendante de la lon- 
gueur des arêtes. 

£1*. Relation entre les faeos «Fun trièdre. — 

Dans tout trièdre SABC (fig. 140), une face quelconque 
est plus petite que la somme des deux autres. 

Soit ASB la plus grande face ; on aura néanmoins 
ASB < ASC + BSC. Joignons les deux arêtes SA, SB par 
une droite quelconque AB ; faisons ang. ASD = ang. ASC ; 
prenons SC = SD, enfin menons AC, BC. Les deux 
triangles ASC, ASD sont égaux, comme ayant un an- 

I 7 
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gle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun : 
donc AD = AC . Mais , dans le triangle ABC , on a 
AB < AC -+- BC ; et en retranchant d'une part AD , et 
d'autre part son égal AC, il nous restera BD < BC, et 
par suite ang. BSD < ang. BSC (n° 44). Ajoutant d'un 
côté l'angle ASD, et de l'autre son égal ASC, nous 
aurons BSD + ASD , ou ASB < ASC 4- BSC. 

t!3. Trièdres supplémentaires. — Si d'un point 

quelconque S' (fig. 141), pris dans l'intérieur d'un 
trièdre SABC, on abaisse sur ses faces les perpendicu- 
laires respectives S'A', S'B', S'C, le trièdre ainsi formé 
S' A BC aura pour faces des angles supplémentaires des 
dièdres de SABC, et vice versa ; ce qu'on exprime en di- 
sant que les deux trièdres sont supplémentaires. 

En effet , relativement à rareté SC , on passe de la face 
ASC à la face BSC , en tournant de droite à gauche ; tan- 
dis que, relativement au sommet S', on passe de la per- 
pendiculaire S'B' (sur ASC) à la perpendiculaire S'A' 
(sur BSC), en tournant de gauche à droite. Donc, le 
sens étant inverse, l'angle des perpendiculaires est sup- 
plément de l'angle des faces (n° SOS). 11 en est de même 
des autres angles. 

Autrement : le plan A' S' B' D , mené suivant les per- 
pendiculaires A' S', B ; S', est perpendiculaire aux faces 
ASC, BSC (n° £Ott) , et par suite à leur intersection SC. 
Donc dans le quadrilatère A'S'B'D, l'angle en D, qui 
mesure l'angle des deux faces, est supplémentaire de 
l'angle en S' des deux perpendiculaires, vu que les an- 
gles en A' et en B' sont droits.- 

Cela posé, et l'ordre des trois arêtes S'A', S'B', S'C 
autour du sommet S' étant le même que celui des trois 
arêtes SA , SB , SC autour du sommet S , il y a corres- 
pondance entre les faces d'un trièdre et les dièdres de 
l'autre. 
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£I4L Construction d'un trièdre. — 1°. Élant donnés 

une face ASB (/*/. U2) et les deux dièdres adjacents A' 
et B\ construire le trièdre. 

Sur les arêtes SA, SB, formons les dièdres respectifs 
A' et B', ayant ASB pour face commune, et prolongeons 
les plans des autres faces jusqu'à leur intersection GS, 
qui sera la troisième arête du trièdre demandé S ABC ; el 
l'on ne pourra en former d'autre. Donc Deux trièdres 
sont égaux, s'ils ont une face égale adjacente à deux 
dièdres égaux chacun à chacun et disposés de même. 

2°. Étant donnés deux faces ASB, ASC [fig. U2) et le 
dièdre compris A', construire le trièdre. 

Les deux faces ASB, ASC étant inclinées entre elles 
d'une quantité angulaire A', il ne reste plus qu'à mener 
un plan suivant SB, SG, pour avoir la troisième face BSC 
du trièdre demandé S ABC ; et l'on ne pourra en former 
d'autre. — Donc Deux trièdres sont égaux, s ils ont un 
dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à 
chacune et disposées de même. 

3°. Étant données les trois faces ASB, ASC', BSC" 
(fig. 143), construire le trièdre. 

La face ASB étant supposée fixe, et les faces ASC' et 
BSC" mobiles autour des arêtes respectives SA et SB , 
comme ces dernières faces ont déjà le point S commun f 
il suffit d'en trouver un second pour avoir l'arête SC, 
Prenons SG' = SC", et amenons les points C' et C" en 
coïncidence : nous aurons le trièdre demandé SABC ; et 
l'on ne pourra en former d'autre. — Donc Deux trièdres 
sont égaux, lorsqu'ils ont les trois faces égales chacune à 
chacune et disposées de même. 

U°. Étant donnés les trois dièdres A, B, G, construire 
le trièdre. 

Des dièdres A, B, C, on prendra les suppléments res- 
pectifs a, b, c, qui seront les faces du trièdre supplé- 
mentaire (n°®13). On construira celui-ci, comme au 
cas précédent, ce qui en fera connaître les dièdres a', 
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V, c\ De ces dièdres , on prendra les suppléments res- 
pectifs A', B', C, qui seront les faces dutrièdre demandé, 
lequel sera construit comme au cas précédent; et l'on 
ne pourra en former d'autre. — Donc Deux trièdres sont 
égaux, lorsqu'ils ont les trois dièdres égaux chacun à 
chacun et disjwsés de même. 

*15. Limites de la somme des faees et des diè- 
dres. — Soit S ABCDEF {fig. 144) l'angle polyèdre con- 
vexe, dont le nombre des faces est n. Entre le sommet 
S et un point quelconque 0 pris dans l'intérieur de cet 
angle, menons SO, que nous prolongerons indéfiniment 
dans le sens SO'; enfin, par le point 0, et perpendicu- 
lairement à SO, menons le plan coupant ABCDEF. Si 
maintenant on déplace le sommet S le long de 00', il en 
résultera des variations dans les faces et dans leurs 
dièdres. 

A mesure que S s'éloigne dans le sens SO', les faces 
ASB, BSE,... deviennent plus petites, et il en est de 
même de leurs dièdres; et quand S est à l'infini, les 
arêtes S A , SB , . . . ne rencontrant plus SO , lui seront 
parallèles et par conséquent perpendiculaires au plan de 
la section ABCDEF. Alors toutes les faces sont nulles, et 
leurs dièdres sont mesurés par les angles du polygone 
ABCDEF, angles dont la somme est (2n — 4) droits. 

A mesure que S se rapproche dans le sens SO, les faces 
deviennent plus grandes, ainsi que leurs dièdres; et 
quand S vient coïncider avec 0, les arêtes SA, SB, . . . 
sont respectivement en OA, OB, . . . sur le plan de la sec- 
tion. Alors les faces AOB, BOC, . . . rangées autour du 
point 0, valent ensemble 4 droits ; et chaque dièdre, 
ouvert le plus possible, vaut 2 droits: total 2n droits, 
peur 1rs dièdres. 

Ainsi la somme des faces a pour limites 

0 et 4 , variation 4 droits ; 
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et la somme des dièdres a pour limites 

2n — 4 et 2h, variation U droits. 

Dans le cas du trièdre , où n = 3 , les dièdres varient 
donc entre 2 et 6; c'est-à-dire que Dans un trièdre quel- 
conque, la somme des trois dièdres est plus grande que 
2 droits et plus petite que 6. 

Quant à la grandeur et aux variations de l'angle po- 
lyèdre lui-même, on les mesure à l'aide des polygones 
sphériques, dont nous parlerons plus loin. 

CHAPITRE XXVI. 

DES POLYÈDRES. 

SIC. Polyèdres. — On nomme polyèdre tout corps 
terminé par des plans, qui, se coupant mutuellement, 
forment des polygones ou faces , dont l'ensemble cons- 
titue la surface du polyèdre. Les côtés des faces sont les 
arêtes , et les intersections de ces arêtes sont les som- 
mets de ce polyèdre. On nomme diagonale toute droite 
menée entre deux sommets non consécutifs. Il y a en- 
core à considérer dans un polyèdre autant de dièdres 
qu'il y a d'arêtes , et autant d'angles polyèdres qu'il y a 
de sommets. Enfin le polyèdre est convexe lorsque tous 
ses angles polyèdres sont saillants ; il est concave s'il 
a un ou plusieurs angles rentrants. 

Tétraèdres. — Le plus simple des polyèdres est 
le tétraèdre, qui n'a que quatre faces. Il résulte évidem- 
ment d'un trièdre SABC {jig. 139) dont on limite les trois 
faces par une section ABC , qui forme la quatrième face 
du tétraèdre. Toutes ces faces sont des triangles , réu- 
nis trois à trois pour former quatre angles polyèdres S , A , 
B , C. Un pareil corps n'a plus de diagonales, ni dans son 
intérieur, ni à sa surface, et il est nécessairement convexe. 
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£1$. Construction du tétraèdre. — 1° Étant donnés 
deux faces SAB, SAC (fig. U0) et le dièdre compris, 
construire le tétraèdre. 

Les deux faces données étant inclinées entre elles 
d'une quantité égale au dièdre donné, il ne reste plus qu'à 
mener deux plans , l'un par SB et SC , l'autre par AB et 
AC , pour avoir le tétraèdre demandé ; et l'on ne pourra 
en former d'autre. — Donc Deux tétraèdres sont égaux , 
lorsqu'ils ont un dièdre égal compris entre deux faces 
égales chacune à chacune et disposées de même. 

2°. Étant données trois faces ASB, ASC, BSC {fig. 140), 
construire le tétraèdre. 

On construira , avec ces trois faces données , le trièdre 
S ABC (n°£lf , troisième cas), qui se trouvera fermé 
par le triangle ABC comme quatrième face du tétraèdre 
demandé , et l'on ne pourra en former d'autre. — Donc 
Deux tétraèdres sont égaux , lorsqu'ils ont trois faces 
égales chacune à chacune et disposées de ifiême. 

3° Étant donnés une face ABC {fig. 140) et les trois 
dièdres adjacents , construire le tétraèdre. 

On formera autour des arêtes AB, AC, BC, les trois 
dièdres donnés, ayant ABC pour face commune , et Ton 
prolongera les autres faces jusqu'à leurs intersections 
AS, BS, CS, d'où résultera le tétraèdre demandé SABC; 
et l'on ne pourra en former d'autre. — Donc Deux té- 
traèdres sont égaux , lorsqu'ils ont une face égale adja- 
cente à trois dièdres égaux chacun à chacun et disposés de 
même. 

$19. 5$écomgies1tion d'an poîyèdrc en tétraè- 
dres. — Tout polyèdre peut être décomposé en tétraè- 
dres par des plans menés dans son intérieur par un 
môme sommet. Alors sa surface se trouve divisée en 
triangles , dont trois au plus appartiennent à un même 
tétraèdre. 
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11 est évident que deux polyèdres égaux peuvent ainsi 
se décomposer en tétraèdres égaux chacun à chacun , 
et assemblés de la même manière ; et réciproquement 
que deux polyèdres sont égaux , lorsqu'ils sont formés 
(l'un même nombre de tétraèdres égaux chacun à cha- 
cun et disposés dans le même ordre; auquel cas les 
deux polyèdres ont les arêtes, les faces, les dièdres et 
les angles polyèdres, égaux chacun à chacun et disposés 
de la même manière. 

ft&O. Polyèdres réguliers. — Un polyèdre régulier 
est celui dont toutes les faces sont des polygones régu- 
liers égaux et également inclinés entre eux. Il n'en existe 
que cinq , savoir : 

Le tétraèdre, à h faces triangulaires, 

L' hexaèdre ou cube, ù 6 faces carrées, 

V octaèdre , à 8 faces triangulaires , 

Le dodécaèdre , à 12 faces pentagonales , 

Uicosaidre , à 20 faces triangulaires. 

Dans le tétraèdre , les triangles équilatéraux sont as- 
semblés 3 à 3 pour former les angles polyèdres ; dans 
l'octaèdre, 4 à h ; dans l'icosaèdre, 5 à 5. On ne peut 
les assembler 6 à 6 , puisqu'on aurait 6 fois les y d'un 
angle droit, c'est-à-dire 4 angles droits, pour la somme 
des faces d'un angle polyèdre , valeur que cette somme 
ne saurait atteindre (n° £15). 

Dans le cube , les carrés sont assemblés 3 à 3 ; ils ne 
pourraient l'être ft à U , puisqu'on aurait encore U angles 
droits pour la somme des faces de l'angle polyèdre. 

Dans le dodécaèdre , les pentagones sont assemblés 3 
à 3 , ce qui fait { x 3 ou 3 ^ droits pour la somme des 
faces de l'angle polyèdre, valeur plus petite que U droits. 
Mais cette limite serait dépassée en assemblant les pen- 
tagones k à U. 

On ne pourrait former de polyèdre régulier avec des 
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hexagones, puisqu'une face vaudrait droit; et les 
trois faces assemblées, U droits. A plus forte raison , ne 
pourrait-on employer des polygones ayant un plus grand 
nombre de côtés. 

Après avoir fait voir qu'il ne peut exister plus de 5 po- 
lyèdres réguliers , il resterait à prouver que ces polyè- 
dres peuvent être construits. Nous laissons au lecteur le 
soin de faire cette démonstration , qui n'offre d'ailleurs 
aucune difficulté réelle. 

Eu égard à leur parfaite régularité , ces polyèdres ont 
nécessairement un centre ; on nomme ainsi un point in- 
térieur , également éloigné de tous les sommets du po- 
lyèdre : cette distance est le rayon de ce polyèdre , et 
son apothème est la longueur de la perpendiculaire 
abaissée de ce centre sur Tune des faces. 

99t. Prismes. — Tout polyèdre dont deux faces 
sont des polygones égaux et parallèles, et dont les autres 
faces sont des parallélogrammes , se nomme prisme. 
Ainsi la fig. 145 représente un prisme , dont les deux 
faces parallèles ou bases sont ABCDE et A B C D E', 
les autres faces ou pans AA'B'B, BB'C'G , etc., étant 
des parallélogrammes dont l'ensemble compose la sur- 
face latérale du prisme. La hauteur du prisme est la dis- 
tance comprise entre ses bases , ou la perpendiculaire 
menée entre ces deux bases, dont l'une est prolongée au 
besoin. 

Le prisme est oblique ou droit , selon que les arêtes 
de la surface latérale sont obliques ou perpendiculaires 
aux plans des bases ; et dans ce dernier cas , chacune 
de ces arêtes représente la hauteur du prisme. Le prisme 
est régulier lorsque ses bases sont des polygones régu- 
liers , et qu'en même temps il est droit , ou que ses pans 
sont des rectangles. 

Enfin, un prisme est triangulaire , quadrangulaire , 
pentagonal , etc. , suivant que ses bases sont des trian- 
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gles , des quadrilatères , des pentagones , etc. , ou sui- 
vant qu'il a 3 , 4 , 5 , etc., pans. 

Dans le cas particulier où les bases d'un prisme sont 
des parallélogrammes , ce prisme reçoit le nom de pa- 
rallélépipède , parce qu'alors toutes ses faces, au nombre 
de 6 , sont deux à deux des parallélogrammes opposés , 
parallèles et égaux ; ce qui permet de prendre pour bases 
deux quelconques de ces faces opposées. Ainsi ABCD 
A'B'C'D' (fig. 146) est un parallélépipède. Il est paral- 
lélépipède rectangle, lorsqu'étant droit , ses bases sont 
des rectangles ; ou , ce qui revient au même , lorsque 
toutes ses faces sont des rectangles. Et si toutes ses faces 
étaient des carrés , nécessairement égaux , il serait ce 
qu'on appelle un cube, l'un des polyèdres réguliers que 
nous avons cités au n° &£0. 

Pyramides. — On nomme pyramide tout po- 
lyèdre SABCDEF (ftg. \UU) qui a ppur faces un polygone 
quelconque ABCDEF et une série de triangles SAB, 
SBC, etc., ayant leurs sommets au môme point S. Ces 
triangles sont les faces latérales ou les pans de la pyra- 
mide, et le polygone en est la base. Le point S est le 
sommet de la pyramide. La hauteur de la pyramide est 
la perpendiculaire SO abaissée du sommet sur la base , 
dont le plan est au besoin prolongé. 

Une pyramide est régulière lorsque sa base étant un 
polygone régulier, toutes ses faces sont des triangles iso- 
cèles , nécessairement égaux entre eux. Dans ce cas , la 
droite menée du sommet au centre de la base est perpen- 
diculaire à celle-ci et reçoit le nom iïaxe ; et V apothème 
de la pyramide est la hauteur commune des faces laté- 
rales, ou la perpendiculaire abaissée du sommet sur 
l'un des côtés de la base. 

Une pyramide est dite triangulaire , quadrangulaire , 
pentagonale, etc., ou bien à 3, à 4 , à 5, etc., pans, sui- 
vant que sa base est un triangle, un quadrilatère, un 
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pentagone, etc. Ainsi, le tétraèdre (n° $17) est une py- 
ramide triangulaire , qui devient l'un des cinq corps ré- 
guliers (n° £SO) lorsque toutes ses faces, au nombre 
de quatre, sont des triangles équilatéraux. 



CHAPITRE XXYII. 

DES PRISMES, 

Construction du prisme* — Étant données la 
base ABCDE (fig. 145) et une arête latérale AA' en gran- 
deur et en direction , construire le prisme. 

Par les autres sommets B , C , D , E de la base , menons 
les arôtes BB', CC, DD', EE' égales et parallèles à AA'; 
puis menons A' B', B'C, CD', DE', E'A'. 

Il est clair qu'on peut aussi construire le prisme, 
étant données les trois faces d'un quelconque de ses 
trièdres, de celui par exemple dont le sommet est A; car 
la base ABCDE sera nécessairement Tune de ses faces, 
et les deux autres AB' , AE' , étant assemblées , feront 
connaître rareté AA' en grandeur et en direction. 

On peut encore considérer le prisme comme engendré 
par la base ABCDE, se mouvant parallèlement à elle- 
même, l'un de ses sommets A glissant le long de l'a- 
rête AA'. 

Quant au parallélépipède, on peut le construire lors- 
qu'on a , en grandeur et en direction , trois de ses arêtes 
AB, AD, A A' {fig. 146) appartenant au môme trièdre, 
puisque les deux premières font connaître la base, et la 
troisième l'arête latérale. 

Il résulte de là que deux prismes sont égaux lorsqu'il 
y a égalité, chacun à chacun, entre les éléments qui 
servent à les construire, si d'ailleurs ces éléments, qui 
viennent d'être indiqués , sont disposés de la même ma- 
nière. 
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. Sections du prisme. — 1°. Toute section du 
prisme par an plan parallèle aux bases est un polygone 
égal à ces bases. 

Car tous les côtés de la section sont chacun à chacun 1 
parallèles et égaux aux côtés des bases (n° *9tfr); et par 
suite les angles de la section sont respectivement égaux 
aux angles des bases (n°&Ofl); d'où résulte l'égalité 
de ces polygones (n°75). 

2°. Les sections de la surface latérale du prisme (pro- 
longée s'il en est besoin ) par deux plans parallèles sont 
deux polygones égaux et parallèles. 

Car ces sections ont chacun à chacun leurs côtés pa- 
rallèles, égaux, et également inclinés. 

3°. Toute section du prisme par un plan parallèle aux 
arêtes latérales est un parallélogramme. 

Supposons que la section coupe les faces AB' et DE' 
(fig. 145) du prisme suivant MM' et NN'; ces deux droites 
étant parallèles et égales aux arêtes latérales du prisme 
(n° 1^5), seront parallèles et égales entre elles, et par 
suite la figure MM'N'K sera un parallélogramme (n° 7&\ t 

La proposition étant applicable au cas où le plan cou- 
pant passe par deux arêtes non voisines , il s'ensuit que 
toutes les arêtes , prises deux à deux , étant réunies bout 
à bout par des droites, forment autant de parallélo- 
grammes. 

Dans ce cas , le prisme se trouve partagé en d'autres 
prismes de même hauteur; et tous ces nouveaux prismes 
seront triangulaires si Ton conduit les plans coupants 
par les diagonales d'une des bases, ces diagonales étant 
menées du même sommet à tous les autres non voi- 
sins. Ces prismes triangulaires seront en nombre (n— 2) K 
si le prisme ainsi décomposé a n pans. 

&°. Toute section d'un prisme par un plan oblique aux 
bases ( et qui n'entame pas ces bases ) , partage ce prisme 
en deux troncs de prisme ; et chacun des prismes trian- 
gulaires dans lesquels il peut se décomposer, en deux 
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troncs de prisme triangulaire. Dans chacun de ces 
troncs, l'ancienne base du prisme, ou Tune de ses par- 
ties, devient la base inférieure du tronc, la base supé- 
rieure étant la section elle-même ou Tune de ses parties. 

5°. Dans un parallélépipède (où les 12 arêtes sont 
parallèles U à U) toute section plane qui coupe h arêtes 
parallèles, est un parallélogramme» 

Car les U faces auxquelles appartiennent ces 4 arêtes, 
sont parallèles deux à deux , en sorte que les sections de 
ces faces sont parallèles 2 à 2 (n° 199), et que la sec- 
tion entière est un parallélogramme (n° 78). 

£•£5. Diagonales du parallélépipède. — Le paral- 
lélépipède a U diagonales intérieures, dont deux quelcon- 
ques font toujours partie d'un même parallélogramme. 
Ainsi, la l rc et la 2 e diagonale se couperont mutuellement 
en deux parties égales (n° 78) , la l rc et la 3 e aussi, la 
l re et la 4 e de même : donc elles s'entre -croisent toutes 
au même point, et s'y divisent mutuellement en parties 
égales. Ce point se nomme le centre du parallélépipède. 

Surface du prisme. — Il suffira de mesurer 
l'une des bases, puisque l'autre base lui est toujours 
égale; mais, en général, chacun des parallélogrammes 
qui composent la surface latérale, devra être mesuré 
séparément : en additionnant celles-ci , on aura la sur- 
face latérale du prisme ; en y ajoutant les bases , on con- 
naîtra la surface ou l'aire totale de ce prisme. 

Quand le prisme est droit , toutes les faces latérales 
sont des rectangles de même hauteur ; et alors il suffira 
de multiplier par cette hauteur la somme des bases de 
ces rectangles , c'est-à-dire le périmètre de la base du 
prisme, pour avoir l'aire de la surface latérale de ce 
prisme. 

Le calcul se simplifierait encore si le prisme était ré- 
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gulier, parce qu'on aurait le périmètre en multipliant 
l'un des côtés de la base par le nombre de ces côtés. 

Proportionnalité entre le volume d'un pa- 
rallélépipède rectangle et ses dimensions. — Il y a 

proportionnalité entre le volume et la hauteur supposée 
variable d'un parallélépipède rectangle, dont la base est 
constante. 

Soit ABCD (fig. 147) cette base rectangulaire, sur 
laquelle on élève les perpendiculaires AM, BN, CP, DQ, 
servant d'arêtes latérales aux parallélépipèdes entassés 
sur cette base. Donnons à ces parallélépipèdes des hau- 
teurs égales AA', A' A", A'' A'", ... ; ils seront tous égaux 
entre eux, comme ayant leurs bases égales à ABCD, 
et leurs arêtes latérales égales entre elles et dirigées 
de môme (n° ££3). Ils seront donc toujours égaux 
entre eux, à quelque distance qu'on les prenne de 
ABCD, et quelque petite que soit leur hauteur com- 
mune AA'. 

Maintenant, si l'on prend tour à tour pour ligne de 
hauteur chacune des trois arêtes qui partent du même 
sommet A, en mettant pour plus de clarté cette arête 
prise pour hauteur dans le sens vertical, on trouvera tou- 
jours le même volume parallèlépipédique correspondant 
à la même hauteur; d'où l'on peut conclure la propor- 
tionnalité indiquée ci-dessus , laquelle (si l'on fait atten- 
tion qu'une base rectangulaire se mesure par le produit 
de ses deux dimensions ) peut s'énoncer encore de la 
manière suivante : Deux parallélépipèdes rectangles qui 
ne diffèrent que par Vune de leurs trois dimensions, sont 
proportionnels à cette dimension. 

Rapport ce deux parallélépipèdes rectangles 
quelconques. — Soient P et p deux parallélépipèdes rec- 
tangles , à dimensions différentes , et dont on demande 
le rapport en volume. Formons-en deux autres , R et S, 
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qui aient leurs dimensions empruntées aux deux pre- 
miers , de la manière suivante : 

P, ayant pour dimensions A, B, C 

p, ayant pour dimensions a, 6, c 

R, ayant pour dimensions A, B, c % 

S , ayant pour dimensions A , 6 , c. < 

On aura , d'après le numéro précédent , les trois égalités 

P _ C R _ B S _ A 
R c 9 S b 9 p a 

Multipliant membre à membre, et supprimant les fac- 
teurs communs R et S , il vient 

P = A . B . C . 

p a . b . c 9 

c'est-à-dire que les Deux parallélépipèdes quelconques P 
et p, sont dans le rapport des produits de leurs trois rfi- 
mensions, ou, si Ton veut, dans le rapport des produits 
de leurs bases par leurs hauteurs. 

Mesure du parallélépipède rectangle. — Si, 

au numéro précédent, on reud chacune des dimensions 
a , b , c égale à l'unité linéaire ; et si l'on choisit pour 
unité de volume celui de p qui est devenu un cube de 
l'unité, on aura 

P = A . B . C ; • 

c'est-à-dire qu'Un parallélépipède rectangle P a pour 
mesure le produit de ses trois dimensions , ou le produit 
de sa base par sa hauteur. 

SttO. Mesure du prisme. — Tout prisme EG' 
{fig. 148) a pour mesure le produit de sa base par sa 
hauteur. 

Sur le plan de la base EFGHI du prisme , formons le 
rectangle ABCD équivalent à cette base; par les som- 
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mets du rectangle , élevons à son plan les perpendicu- 
laires AA',BB', CC, DD', égales à la hauteur du prisme; 
enfin menons A'B'C'D' : nous aurons ainsi formé un 
parallélépipède rectangle AC ayant même hauteur que 
le prisme EG', et des bases équivalentes comprises dans 
les deux mêmes plans parallèles. Or, il est aisé de voir 
que ces deux corps ont même volume , ou sont équiva- 
lents ; car toute section faite dans ces corps parallèle- 
ment aux bases, est égale à ces bases (n°£S4), savoir : 

ABCD = abcd = a' V c' d' = etc. , 

EFGHI = efghi = ë f g' h' i = etc. ; 

et puisque les bases sont équivalentes , les sections le 
sont aussi et se correspondent dans les deux figures , et 
cela jusqu'à la limite du décroissement , alors que les 
sections seront tellement rapprochées les unes des au- 
tres, que les tranches comprises entre elles, tout en 
ayant la même somme d'épaisseurs, n'en auront plus 
aucune si on les considère individuellement 

Donc le prisme, ayant même volume que le parallélé- 
pipède , aura pour mesure le produit de sa base par sa 
hauteur. 

On peut rendre droit tout prisme oblique en coupant 
celui-ci par un plan perpendiculaire aux arêtes latérales, 
puis faisant glisser le long de ces arêtes la partie infé- 
rieure du prisme , jusqu'à ce qu'elle vienne se poser sur 
la partie supérieure. Le prisme ainsi transformé aura 
pour base la section elle-même , et pour hauteur Tune 
des arêtes latérales. Donc Tout prisme a pour mesure le 
produit d'une de ses arêtes latérales par la section 
perpendiculaire à ces arêtes. 

$31. Conséquences. — Il suit de là que deux pris- 
mes qui n'ont rien de commun, sont dans le rapport des 
produits de leurs bases par leurs hauteurs ; que deux 
prismes qui ont la même base ou des bases équiva- 
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lentes , sont dans le rapport de leurs hauteurs ; enfin que 
deux prismes qui ont même hauteur , sont dans le rap- 
port de leurs bases. 



CHAPITRE XXVIII. 

DES PYRAMIDES. 

I 

989. Construction de la pyramide. — Étant données 

la base ABCDEP (fig. 144) de la pyramide et la position 
de son sommet S relativement à cette base, il n'y a plus 
qu'à joindre S à chacun des sommets A,B,C,D,E,F, 
de la base , pour avoir la pyramide demandée SABCDEF. 

On peut aussi construire cette pyramide en donnant 
la base et l'un des triangles latéraux SAB, avec le dièdre 
compris ; ou bien encore , en donnant la base et deux 
triangles latéraux et adjacents SAB , SBC, ce qui revient 
à donner les trois faces de l'un des trièdres rangés au- 
tour de la base. 

La pyramide peut aussi être considérée comme pro- 
venant d'un angle polyèdre S, dans lequel on a fait une 
section plane ABCDEF coupant toutes ses arêtes. 

II résulte de là que deux pyramides sont égales, lors- 
qu'il y a égalité , chacun à chacun , entre les éléments 
qui servent à les construire , ceux-ci étant d'ailleurs sup- 
posés placés dans le même ordre. 

£33. Sections de la pyramide. — 1°. Toute section 
abcde (fig. 149) d'une pyramide SABCDE par un plan 
parallèle à la base est un polygone semblable à cette base. 

En effet, les côtés de abcde sont respectivement pa- 
rallèles à ceux de ABCDE ( n° IOO ) , et par consé- 
quent les angles de ces polygones sont égaux chacun à 
chacun (n°£OI). Ensuite, la similitude des triangles 
SAB et Sa6, SBC et Sbc, etc., assure , de proche en pro- 
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che, l'égalité des rapports de AB à ab , de BG à bc , etc. 
Donc les polygones ABCDE, abcde qui ont les angles 
égaux chacun à chacun et les côtés proportionnels, sont 
semblables. 

La section abcde peut être considérée comme la base 
d'une autre pyramide Sabcde semblable à la première ; 
et la différence des deux pyramides, ou la partie com- 
prise entre les deux bases parallèles ABCDE et abcde, 
est ce qu'on nomme un tronc de pyramide . 

2°. Les sections de la surface latérale de la pyramide 
SABCDE ( prolongée au besoin ) par deux plans paral- 
lèles sont deux polygones semblables. 

Car sans changer l'angle polyèdre S , on peut sup- 
poser que la base ABCDE soit changée en direction , 
en forme et en grandeur , et toute section abcde par un 
plan parallèle , se trouvera dans les conditions du cas 
précédent. 

3°. Toutes les sections planes de la pyramide SABCDE, 
faites par le sommet S , divisent cette pyramide en d'au- 
tres pyramides ; et si les sections passent en outre par 
les diagonales AC , AD de la base , la pyramide se trou- 
vera décomposée en autant de pyramides triangulaires 
qu'elle a de pans moins deux , ces pyramides partielles 
ayant même hauteur que la pyramide totale. 

Il est clair que la section abcde se trouvera divisée , 
du même coup, en triangles semblables, chacun à cha- 
cun , à ceux de la base parallèle ABCDE ; et chaque pyra- 
mide triangulaire SABG, en un tronc de pyramide trian- 
gulaire ABC abc et une pyramide excédante Sabc. 

£34. Surface de la pyramide. — On calcule séparé- 
ment la base et chacun des triangles de la surface laté- 
rale pour faire ensuite leur somme. Quand la pyramide 
est régulière , sa surface latérale s'obtient , eu égard à 
l'égalité des triangles, en iftulipliant le périmètre de la 
base par l'apothème, et divisant par 2. 
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935. Section» parallèles des pyramides ayant 
même sommet. — Si deux pyramides S ABCDE, SFGHI 
(jig. 149) ont leurs sommets au même point S, leurs 
sections respectives par des plans parallèles sont dam* 
un rapport constant. i 

Soient ABCDE et FGHI les sections faites par un même 
plan dans les deux pyramides* et abede, fghi y les sec- 
tions faites par un plan parallèle à l'autre, le rapport 
des deux premières sections sera le même que celui des 
deux dernières. Car les polygones ABCDE , abede étant 
semblables (n° 933), donneront (n° 1*5) I 

ABCDE _ BC^ 

abede bc* 

de même 

FGHI _ FÎT 

fgM fg 2 

et si Ton mène CF et cf 9 les triangles semblables SCF, 
Se/ donneront 

SC _ SF 

se ~~ s7 ' i 

par conséquent, ce qu'il fallait démontrer, 

ABCDE = FGHI ABCDE _ abede 

abede fghi 9 0U FGHI — fghi " 

934». Conséquence. — Deux pyramides de mêm 
hauteur et de bases équivalentes sont équivalentes. 

Ces pyramides étant posées par leurs bases ABCDE. 
FGHI (fig. 149) sur le même plan , leurs sommets pour- 
ront être amenés au même point S. Dès lors , toutes sec- 
tions faites dans ces pyramides, parallèlement au plan 
des bases, seront dans le même rapport que ces ba- 
ses considérées comme deux sections correspondantes 
(n° 935). Or ces sections sont équivalentes, donc toutes 
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es autres sont équivalentes chacune à chacune ; et si 
i on en mène un nombre indéfini , on partagera les deux 
pyramides entranches aussi minces que l'on voudra, 
équivalentes chacune à chacune , et en môme nombre. 
Donc les deux pyramides sont équivalentes. 

*3T. Mesure du tétraèdre. — Tout tétraèdre ABCD 
(fig. 150) est le tiers du prisme triangulaire de même 
base et de même hauteur. 

Parles points B et G menons les droites BE, CF égales et 
parallèles à AI) , et achevons le prisme ADBECF, qui aura 
même base ABC et même hauteur que le tétraèdre. Me- 
nons de plus le plan BDF : le prisme se trouvera décom- 
posé en trois tétraèdres ABCD, BCDF, BDEF. Le second, 
considéré comme ayant pour base BCF et D pour som- 
met, est équivalent au troisième, considéré comme 
ayant BEF pour base et D pour sommet ; et celui-ci, 
considéré comme ayant DEF pour base et B pour som- 
met, est équivalent au premier , considéré comme ayant 
ABC pour base et D pour sommet. Donc les trois tétraè- 
dres sont équivalents, et par conséquent l'un d'eux 
ABCD est le tiers du prisme de même base et même hau- 
teur. 

Donc le tétraèdre, ou la pyramide triangulaire, a 
pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hau- 
teur. 

£38. Mesure de la pyramide. — Toute pyramide a 
pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

Car toute pyramide peut se décomposer en tétraèdres, 
de même hauteur que la pyramide , et ayant respective- 
ment pour bases les triangles dans lesquels la base de 
la pyramide a été divisée (n°£33). Donc toute pyra- 
mide est le tiers du prisme qui a même base et même 
hauteur , et sa mesure est le tiers du produit de la base 
par la hauteur. 



Digitized by Google 



164 DES PYRAMIDES. 

£30. Conséquences. — 11 résulte de là que deux 
pyramides qui n'ont aucune dimension commune , sont 
dans le rapport des produits de leurs bases par leurs 
hauteurs ; que deux pyramides qui ont des bases équi- 
valentes, sont dans le rapport de leurs hauteurs ; enflu 
que deux pyramides de même hauteur sont dans le rap- 
port de leurs bases. 

« 

£ IO. Mesure du tronc de pyramide. — Si le tronc 

provenait d'une pyramide P à base polygonale quelcon- 
que , et de laquelle on aurait détaché la pyramide p, eu 
sorte que le tronc serait égal à (P — p), on substituerait 
à P une pyramide équivalente P', de môme hauteur, mais 
â base triangulaire (celle-ci équivalente à la base poly- 
gonale de P); et la section, faite à la même hauteur, 
étant équivalente à la section correspondante de P 
(n'SSft), la pyramide détachée p' serait équivalente à 
p, et le tronc de pyramide triangulaire (P'— p') équiva- 
lent au tronc (P— p) de la pyramide proposée. 

Soit donc le tronc de pyramide triangulaire ABCDEF 
{fig. 151) ; menons les plans ABF, BDF, et le tronc sera 
décomposé en trois tétraèdres ABCF, BDEF et ABDF. Le 
premier a pour base ABC et pour hauteur celle du tronc. 
Le second a pour base DEF et pour hauteur celle du 
tronc. Il ne reste plus à considérer que le troisième 
ABDF; or, menons FG parallèle à AD et par suite au 
plan ABDE (n* 199); alors le tétraèdre ABDF peut être 
remplacé par celui qui aurait ABD pour base et G pour 
sommet, ou bien ABG pour base et D pour sommet, et 
par conséquent même hauteur que le tronc. Pour éva- 
luer le triangle ABG, menons GI parallèle à BC : les 
triangles AGI, DEF seront égaux comme ayant leurs côtés 
parallèles et l'un d'eux AG = DF; et les trois triangles 
AGI, ABG, ABC seront dans le rapport des produits des 
côtés qui comprennent l'angle commun A (n° 1*41); 
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l'OÙ 

AGI 
ABC, 

ABG 
ABC 

mais , à cause du parallélisme de GI et BC , 

AG _ AI , ABG _ AGI^ 

AC — AB' U ABG — ABG' 

et ABG 2 = ABC X AGI = ABC x DEF ; 

c'est-à-dire que la base ABG du troisième tétraèdre est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases du tronc. 
Donc Le tronc équivaut à trois tétraèdres ayant tous la 
même hauteur que ce tronc , et pour bases respectives la 
base inférieure , la base supérieure , et une base moyenne 
proportionnelle. 

D'après la remarque faite ci-dessus, le même énoncé 
s'applique à la mesure d'un tronc de pyramide quel- 
conque. 

SU. Mesure du prisme tronqué. — Un prisme 
triangulaire tronqué ABCDEF (fig. 152) équivaut à trois 
tétraèdres ayant pour base commune l'une des bases ABC 
du tronc et pour sommet ceux de l'autre base. 

Pour le prouver, menons les plans BCD et CDE; le 
prisme tronqué se trouvera décomposé en trois tétraè- 
dres, ABCD, BCDE, CDEF. Le premier a pour base ABC 
et pour sommet D. Le second , considéré comme ayant 
BCE pour base et D pour sommet, peut être transformé 
en un aulre ayant même base BCE et A pour sommet, 
et celui-ci peut être considéré comme ayant ABC pour 
base et E pour sommet. Le troisième CDEF peut être 
considéré comme ayant la base CEF et le sommet D, 
puis transformé en un autre ayant la base CEF et le som- 
met A, ou bien la base ACF et le sommet E ; et celui-ci, 



AI x AG = AI 
AB X AG — AB ' 

AB x AG _ AG. 
AB x AC — AC ' 
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remplacé par un autre , ayant la base AGF et le sommet 
B, ou bien la base ABC et le sommet F. 

Mesure tTuii polyèdre quelconque. — Ou 

peut évaluer le volume d'un polyèdre quelconque en 1<» 
décomposant en tétraèdres ou en pyramides plus com- 
posées. On peut aussi faire dans le polyèdre une section 
convenablement choisie et grande le plus possible ; puis 
abaisser sur son plan des perpendiculaires par tous les 
sommets du polyèdre, de manière à décomposer celui- 
ci en prismes surmontés de pyramides. 



CHAPITRE XXIX. 

DES POLYÈDRES SEMBLABLES. 

£13. Tétraèdres semblables — Deux tétraèdres 
sont semblables lorsqu'ils ont les arêtes proportionnelles 
et disposées de la même manière. D'où il résulte qu'ils 
ont leurs faces semblables ebacune à chacune, leurs 
dièdres et leurs trièdres égaux chacun à chacun. Cette 
similitude se présente dans les trois cas suivants : 

1°. Deux tétraèdres SABC, S'A'BC (fig. 153) sont 
semblables , lorsqu'ils ont deux faces semblables chacune 
à chacune SAB et S'A' B', SAC et S'A'C, également incli- 
nées et disposées de même. 

Prenons SA" = S' A', et par le point A" menons la 
face A" B" C" parallèle à ABC. Alors le tétraèdre ainsi 
formé SA"B"C" et S' A' B'C seront égaux comme ayaot 
deux faces égales comprenant le même dièdre (n° £18, 
premier cas), et semblables à SABC comme ayant les 
côtés proportionnels et disposés de même ( délinition ). 
Donc les tétraèdres proposés sont semblables. 

2°. Deux tétraèdres sont semblables lorsqu'ils ont une 
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face semblable SAB et S' A 7 B', et les trois dièdres adja- 
cents égaux chacun à chacun et disposés de même. 

Faisant la même construction , le tétraèdre SA" B" C" 
sera égal à S'A'B'C (n°*IS, deuxième cas) et sem- 
blable à SABG. 

3°. Deux tétraèdres sont semblables lorsqu'ils ont les 
dièdres égaux chacun à chacun et disposés de même. 

Car les angles plans de leurs faces seront égaux cha- 
cun à chacun ( n° $18 , troisième cas ) , et par consé- 
quent les faces seront semblables. • 

£11. Polyèdres semblables. — Deux polyèdres 
sont semblables lorsqu'ils peuvent se décomposer en tin 
même nombre de tétraèdres semblables chacun à chacun 
et disposés de même. 

Il est facile de démontrer (comme pour les polygones) 
qu'ils ont alors les faces homologues semblables , les 
dièdres et les angles polyèdres homologues égaux cha- 
cun à chacun, et toutes les lignes homologues propor- 
tionnelles. 

Réciproquement Deux polyèdres sont semblables, s'ils 
ont les faces semblables chacune à chacune, également in- 
clinées et disposées de même, puisqu'alors les tétraèdres 
dans lesquels on pourra les décomposer seront sem- 
blables. 

Lorsque les polyèdres sont convexes, on démontre 
que la similitude des faces entraîne l'égalité des incli- 
naisons, si d'ailleurs les faces sont disposées de la même 
manière. 

Les conditions de similitude se simplifient lorsque 
les polyèdres sont d'une espèce donnée. Ainsi deux 
prismes sont semblables si les trois faces d'un trièdre 
y sont semblables chacune à chacune et disposées de 
même. Ainsi toute section parallèle à la base d'une 
pyramide , détache de celle-ci une pyramide semblable 
(n° m). 
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Enfin les conditions de similitude disparaissent tout à 
fait pour les polyèdres réguliers, qui sont nécessaire- 
ment semblables pourvu qu'ils soient de même espèce , 
ou qu'ils aient le même nombre de faces; c'est-à-dire 
que tous les tétraèdres réguliers sont semblables, que 
tous les cubes sont semblables , etc. 

*£J5. Rapport des surfaces des polyèdres sembla- 
bles.— Les polyèdres semblables ayant leurs côtés homo- 
logues proportionnels et leurs faces semblables , celles-ci 
seront deux à deux dans le rapport des carrés de leurs 
côtés (n° !*•) ; donc le rapport des surfaces totales des 
deux polyèdres sera le même que le rapport des carrés 
de deux côtés homologues. 

£ IG. Rapport des tétraèdres semblables. — Soient 

désignées par T et t deux tétraèdres semblables , par B 
et b leurs bases, par H et h leurs hauteurs, enfin par A 
et a deux lignes homologues quelconques ; on aura 

B A 2 5 H _ A. 

8 — a 2 ei $h ~ a' 

multipliant terme à terme , 

{ BH TA 5 



c'est-à-dire que Les tétraèdres semblables sont dam le 
rapport des cubes de leurs lignes homologues. 

'£47. Rapport des tétraèdres ayant un mémo 
trièdre.-- Deux tétraèdres ABCD , AB' CD' {fig. 154) qui 
ont un trièdre égal A, sont dans le rapport des produits 
des trois arêtes qui forment ce trièdre. 

L'angle A des tétraèdres étant mis en coïncidence, 
prenons une des faces de ce trièdre comme base , savoir 
ABC pour l'un et ABC pour l'autre; et abaissons, des 
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sommets opposés, les perpendiculaires DO, IV 0', qui 
seront les hauteurs des tétraèdres : elles seront dans un 
ruéme plan mené suivant AO, et leurs pieds 0, 0' sur 
une droite passant par A. Or, les bases étant dans le 
rapport des produits des côtés qui comprennent l'angle 
commun BAC, et les triangles ADO, AD'O' étant sembla- 
bles , on a 

ABC _ AB X AC 3 ^D0 _ AI) 

I AB C — AB'xAC el î D'O' AD'' 

multipliant membre à membre , il vient 

j ABC x DO _ AB x AC x AD . 
1 \ AB C X D'O' — AB' x AC x AD' ' 

mais les termes du premier rapport exprimant les vo- 
lumes des tétraèdres, ceux-ci sont bien dans le rapport 
annoncé ci-dessus. 

Dans le cas où les tétraèdres sont semblables, les 
arêtes sont proportionnelles, et Ton a simplement 

; ABC x DO _ AB* . 
{ AB C x D'O' — AB' 1 ' 

c'est-à-dire que deux tétraèdres semblables sont dans le 
rapport des cubes d'une de leurs lignes homologues, 
ainsi qu'on l'avait déjà prouvé au numéro précédent. 

94$, Rapports des polyèdres semblables, — Puis- 
que les polyèdres semblables sont composés de tétraè- 
dres semblables chacun à chacun, et (pie ceux-ci sont 
dans le rapport des cubes des lignes homologues, leurs 
sommes ou Les polyèdres semblables sont dans le rapport 
des cubes d'une quelconque de leurs lignes homologues. 

£10. Foire un polyèdre semblable à un outre. — 

Étant donnée l'homologue d'une quelconque des lignes 
d'un polyèdre proposé, construire le polyèdre semblable. 

8 
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Au moyen du rapport des deux lignes homologues , 
on construira sur un plan toutes les faces semblables à 
celles du polyèdre donné ; on les réunira ensuite sous 
les mômes inclinaisons, et dans le môme ordre: d'où ré- 
sultera le polyèdre semblable au proposé. 



CHAPITRE XXX. 

DU CYLINDRE. 

950. Génération du cylindre* — Le cylindre CDEF 
(fig. 155) est engendré par la révolution d'un rectangle 
ABGD tournant autour de l'un de ses côtés AB comme 
axe , le côté opposé CD décrivant une surface courbe, 
dite surface convexe du cylindre, et les deux autres , 
côtés AD, BC traçant deux cercles égaux et parallè- 
les, qui sont les bases du cylindre. L'axe AB représente ; 
la hauteur du cylindre. 

On peut aussi considérer le cylindre comme engendré 
par un cercle du rayon AD , qui se mouvrait parallèle- 
ment à lui-môme, son centre A glissant le long de la per- 
pendiculaire AB élevée sur le plan du cercle générateur. 

Ou distingue encore dans le cylindre son rayon AD ou 
BG , son diamètre DE ou CF , son côté CD ou EF , ou 
toute autre droite tracée sur la surface parallèlement à 
l'axe AB. Ce côté prend aussi le nom d'arête. 

Le cylindre, ainsi défini, est un des trois corps ronds 
dont s'occupe la géométrie élémentaire. On le considère 
comme droit, parce que son axe et ses arêtes sont per- 
pendiculaires aux plans des bases ; comme circulaire, 
parce que ses bases sont des cercles ; comme convexe , 
parce qu'on peut l'assimiler à un prisme régulier d'un 
nombre infini de pans. 
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*5i. Sections du cylindre. — 1°. Toute section G1H 
((ig. 155) du cylindre pur un plan perpendiculaire à 
l'axe AB, ou parallèle aux bases, est un cercle égal à ces 
bases ; car on peut considérer ce cercle comme engendré 
par la révolution de la perpendiculaire GI sur AB , qui 
s'exécuterait en môme temps que celle de AI) et de 1)C. 
Ou bien , G1H est une des positions du cercle DAE , qui se 
meut vers CBF pour engendrer le cylindre. 

2°. Toute section CDEF ou C D' K' F' du cylindre par 
un plan mené suioant taxe AB est un rectangle double 
du rectangle générateur ABCD ; car il représente celui-ci 
dans deux de ses positions diamétralement opposées. 

3°. Toute section GDIV G' du cylindre faite par deux 
arêtes CD , C' D' est un rectangle parallèle à Taxe; et ré- 
ciproquement, toute section parallèle à Taxe passe par 
deux arêtes du cylindre. 

£tV$. Tangentes et plans tangents au cylindre. — 

Si , par les différents points C, D, G (fig. 156) d'une art* le 
du cylindre , et dans les plans des cercles BC , AD , IG 
passant par ces points , on mène respectivement à ces 
cercles les tangentes CR, DS, GT, elles seront toutes 
dans un même plan perpendiculaire au plan ABCD. Cha- 
cune est dite tangente au cylindre, qu'elle ne touche 
qu'en un point; et leur plan est dit tangent au cylindre, 
qu'il ne touche que suivant l'arête CD. 

Pour mener un plan tangent par un point donné sur le 
cylindre, il suffit donc de le faire passer par l'arête du 
point donné , et par une tangente à l'une des bases , 
menée par le point où l'arête vient rencontrer cette base. 
Le pian tangent contient en outre toutes les tangentes 
au cylindre, menées aux différents points de l'arête, 
obliquement à celle-ci. 

£53. Prismes inscrits et circonscrits au cylindre* 

~ Un prisme est inscrit au cylindre, lorsque ses arêtes 
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latérales se confondent avec celles du cylindre; il est 
circonscrit, lorsque ses pans sont tangents au cylindre. 
Dans l'un et l'autre cas, les bases du prisme (qui est 
nécessairement droit) et les bases du cylindre sont sur 
les deux mêmes plans. Il arrive donc que les bases du 
prisme sont des polygones inscrits ou circonscrits aux 
bases circulaires du cylindre. 

La surface convexe du cylindre étant ia limite des sur- 
faces latérales des prismes inscrits et circonscrits, et le 
volume du cylindre étant la limite des volumes des 
mêmes prismes, on arrive ainsi aux expressions de la 
mesure du cylindre et de sa surface. Mais on peut s'af- 
franchir de pareilles circonlocutions , et considérer de 
prime abord le cylindre comme un prisme droit d'un 
nombre infini de pans : c'est ainsi que nous allons pro- 
céder. 

£51. Mesure de la surface du cylindre. — Le 

cylindre pouvant être considéré comme un prisme d'un 
nombre infini de pans , il s'ensuit que La surface con- 
vexe du cylindre a pour mesure le produit de la circon- 
férence de sa base par sa hauteur. 

En fendant cette surface suivant l'une des arêtes, elle 
se développe effectivement sur un plan en un rectangle 
ayant pour côtés la circonférence et la hauteur du cy- 
lindre. 

Si l'on ajoute les deux cercles des bases, on aura la 
surface totale du cylindre. 

255. Mesure du volume du cylindre. — Par la 

même raison Le volume du cylindre a pour mesure le 
produit de sa base par sa hauteur. 

$50. Secteur de cylindre. — Il est compris entre 
deux positions ABCD, ABC D' {fig. 155) du rectangle gé- 
nérateur, el a pour bases les deux secteurs circulaires 
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DAD', CBC'. Il varie évidemment, tant en surface qu'en 
volume, comme l'angle à Taxe ou comme le dièdre DAD'. 

Entre ce secteur et le .cylindre total , le rapport des 
surfaces et des volumes est le même que le rapport de 
Tare CC ou DD' à la circonférence entière. 

Donc , la surface convexe CC D r D du secteur a pour 
mesure le produit de Tare CC par la hauteur du cylin- 
dre ; et son volume a pour mesure le produit de sa base 
CBC par la même hauteur. 

^57. Segment de cylindre. — Il est compris entre 

la surface du cylindre et le plan CDDC (fig. 155) mené 
par deux arêtes CD, CD'. Sa surface convexe est évi- 
demment celle du secteur correspondant ABCDD'C; son 
volume est la différence enlre celui du secteur et celui 
du prisme triangulaire ADD' BCC 

*5S. Trône de cylindre. — Toute section DAE 

{fig. 157 ) faite dans un cylindre par un plan oblique aux 
bases (et qui n'entame pas celles-ci) partage le cylindre 
en deux troncs de cylindre. 

Pour mesurer l'un de ces troncs , CDEF par exemple > 
il faut prendre sur Taxe une longueur AB' égale à la por- 
tion AB de Taxe comprise dans le tronc ; puis , par le 
point B', mener un plan C B' F' perpendiculaire à Taxe , 
et prolonger au besoin la surface cylindrique jusqu'à la 
rencontre de ce plan : on aura ainsi formé un tronc de 
cylindre C DEF' identiquement égal au tronc proposé 
CDKF. Les deux ensemble font un cylindre de hauteur 
BB f double du tronc AB. Donc la surface convexe a pour 
mesure le produit de la circonférence de la base circu- 
laire CF par Taxe AB , et le volume a pour mesure le 
produit de cette base par cet axe. 

959. Cylindres semblables. — Deux cylindres sem- 
blables sont engendrés par deux rectangles semblables. 
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Alors les lignes homologues, diamètres, rayons, axes 
ou hauteurs, sont proportionnelles; les surfaces sont 
dans le rapport des carrés de ces lignes homologues , 
et les volumes dans le rapport des cubes des mêmes 
lignes. 

£GO. Cylindres comparés. — Deux cylindres étant 
proposés : 1°. S'ils sont quelconques, leurs surfaces con- 
vexes sont dans le rapport des produits des circonfé- 
rences par les hauteurs; et leurs volumes, dans le rap- 
port des produits des bases par les hauteurs; 

2°. S'ils ont môme base , leurs surfaces et leurs volumes 
sont dans le rapport des hauteurs ; 

3°. S'ils ont môme hauteur, leurs surfaces sont danft 
le rapport des rayons des bases , et leurs volumes dans 
le rapport de ces bases elles-mêmes. 

£G1. Cylindre à base quelconque. — Jusqu'ici nous 
avons supposé que le rectangle générateur du cylindre 
demeurait invariable pendant la révolution qu'il exécute 
autour de l'un de ses côtés comme axe. Maintenant, si 
nous admettons que, durant ce mouvement, le côté qui 
décrit la surface convexe s'éloigne ou se rapproche de 
Taxe, tout en y restant parallèle, nous obtiendrons un 
cylindre à bases non circulaires, égales entre elles, 
ainsi qu'à toute section parallèle. 

Mais, quelle que soit la forme des bases du cylindre, 
il est évident que ce corps pourra toujours être envisagé 
comme un prisme droit de même hauteur et de même 
base , celle-ci étant prise pour un polygone d'un nombre 
infini de côtes. 

Alors il est évident que la surface convexe d'un cy- 
lindre droit quelconque a pour mesure le produit du 
contour de la base par la hauteur ; et que son volume a 
pour mesure le produit de la base par la hauteur. 
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ses. Cylindre oblique.— Si Ton coupe un cylindre, 
circulaire ou quelconque , par deux plans parallèles , mate 
obliques à Taxe , la portion du cylindre comprise entre 
ces deux plans est ce qu'on nomme un cylindre obliqu* 
(relativement aux nouvelles bases). 

Un cylindre oblique est comme un prisme oblique 
d'une infinité cle pans , ayant même base et môme hau- 
teur. Sa surface convexe a donc pour mesure le produit 
de l'axe par le contour d'une section perpendiculaire à 
cet axe; et son volume, le produit de la section par 
l'axe (n° fc»0). 

Mais en prenant pour hauteur du cylindre oblique la 
perpendiculaire menée entre les plans des bases, on 
peut dire aussi que le volume du cylindre a pour mesure 
le produit de sa base par sa hauteur. 



CHAPITRE XXXL 

Dlî CÔNE. 

£G3. Génération du cone. — Le cône SBC {fig. 15») 
est engendré par la révolution d'un triangle rectangle 
SAB, tournant autour d'un des côtés SA de l'angle droit 
comme axe, l'autre côté AB de cet angle traçant un 
cercle qui est la base du cône, et l'hypoténuse SB dé- 
crivant une surface courbe dite surface convexe du 
cône. L'axe SA représente la hauteur du cône, dont'le 
sommet est le point S. L'hypoténuse génératrice de la 
surface convexe, dans toutes ses positions SB, SC, 
SB', etc., se nomme côté ou arête du cône. L'angle BSC, 
formé par deux arêtes diamétralement opposées, repré- 
sente \ ouverture du cône; c'est le plus grand angle que 

2 

puissent former deux arêtes ; quand il vaut les - d'un 

droit, ou 60°, le triangle SBC est équilaléral, et le cône 
est dit équilatère. 
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Le cône t ainsi défini , est un des trois corps ronds 
dont s'occupe la géométrie élémentaire. On le considère 
comme droit y parce que son axe est perpendiculaire à 
la base ; comme circulaire, parce que cette base est un 
cercle; comme convexe, parce qu'on peut le considérer 
comme mie pyramide régulière d'un nombre infini de 
pans. 

SGI. Sections du cdne. — 1°. Toute section EDF 
(fig. 158) du cône par un plan parallèle à la base , ou 
perpendiculaire à l'axe, est un cercle qui a son centre 
sur Taxe. On peut la considérer comme décrite par une 
droite DE parallèle à AB, pendant la révolution du 
triangle générateur. 

2°. Toute section SBC, SBC du cône par un plan mené 
suivant l'axe est un triangle isocèle, double du tî'iangle 
générateur; car il représente celui-ci dans deux de ses 
positions diamétralement opposées. 

3°. Toute section SBB' du cône faite suivant deux arêtes 
SB , SB' est un triangle isocèle dont le sommet est celui 
du cône; et réciproquement, toute section menée par le 
sommet coupe la surface conique suivant deux arêtes. 

Tangentes et plans tangents au cène. — Si, 

par les différents points d'une arête SB {fig. 158) du cône, 
et dans les plans des cercles passant par ces points, 
on mène des tangentes à ces cercles , elles seront dans 
un même plan perpendiculaire au plan SAB. Chacune 
est dite tangente au cône , qu'elle ne touche qu'en un 
point; et leur plan est dit tangent au cône, qu'il ne touche 
que suivant l'arête SB. 

Pour avoir ce plan tangent , il suffit donc de conduire 
un plan par l'arête du point donné sur le cône, et par la 
tangente à la base menée au point où l'arête vient ren- 
contrer cette base. 
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9Gfô. Pyramides inscrites et circonscrites ait 

cône. — Une pyramide est inscrite au cône lorsque ses 
arêtes latérales appartiennent aussi au cône ; elle est 
circonscrite, lorsque ses pans sont tangents au cône. 
Dans l'un et l'autre cas , la base de la pyramide repose 
sur celle du cône, et les sommets coïncident. 

La surface convexe du cône est donc la limite dont 
s'approchent indéfiniment les surfaces des pyramides 
inscrites et circonscrites dont on augmente sans cesse le 
nombre des pans. 

£{»7. SCesure de la surface du cône. — Considérée 

comme la surface latérale d'une pyramide d'un nombre 
infini de pans, La surface convexe du cône a pour mesure 
la moitié du produit de la circonférence de sa base par 
son arête. 

En effet , si l'on fend celte surface suivant une arête SB 
(fig. 159), elle se développe sur un plan en un secteur de 
cercle SBB', décrit avec l'arête pour rayon, et dont l'arc 
BB' est de même longueur que la circonférence de la 
base du cône. 

En ajoutant cette base circulaire on aura la surface 
totale du cône. 

Mesure du cône. — Considéré comme une 
pyramide d'un nombre infini de pans, Le cône a pour 
mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

Ce volume est donc le tiers de celui d'un cylindre 
droit ayant même base et même hauteur. 

Secteur de cône. — Il est compris entre deux 
positions SAB, SAB' (fig. 158) du triangle générateur, 
et a pour base le secteur circulaire BAB'. Sa surface 
convexe et son volume sont à la surface convexe et au 
volume du cône total , dans le rapport de l'arc BB' à la 
circonférence entière. 

8. 
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S70. Segment de cène. — Il est compris entre la 
surface du cône et le plan SBB' mené suivant deux arêtes 
(fig. 158). Sa surface convexe est celle du secteur cor- 
respondant , et son volume est la différence entre celui 
du secteur et celui de la pyramide triangulaire SABB'. 

Tronc du cône. — Toute seclion DEF ( fig. 159) 
du cône , faite par un plan parallèle à la base, en détache 
un cône SDF semblable au premier; et la différence entre 
ces deux cônes , savoir BCFD , est ce qu'on nomme un 
cône tronqué ou un tronc de cône. Le cercle BC est sa 
grande base, le cercle DF sa petite base, sa hauteur est la 
partie AE de Taxe comprise entre les deux bases et BD est 
son arête; enfin la surface convexe du tronc de cône est la 
portiondesurfaceconiqueinterceptéeentrecesdeuxbases. 

Le tronc de cône BCFD peut être considéré comme 
engendré par la révolution du trapèze ABDE , ayant un 
côté AE perpendiculaire aux bases AB, DE, et tournant 
autour de ce côté comme axe. 

La surface convexe et le volume de ce tronc de cône 
sont évidemment les différences entre les surfaces et 
les volumes des deux cônes SBC, SDF; mais on peut en 
trouver d'autres expressions, comme on le verra aux 
deux numéros suivants. 

£72. Surface du tronc de cône. — La surface con- 
vexe du cône SBC (fig. 159) étant développée en un sec- 
teur plan SBB' (n° fc«7) , celle du cône SDF sera le secteur 
SDD', semblable au premier ; donc celle du tronc est la 
différence BB'D'D de ces deux secteurs, savoir (n° *8*l) 

SBB' — SDD' = (SB x BB' — SD X DD' ) ; 

mais les arcs semblables BB' = cir. AB et DD' = cir. DE 
étant dans le rapport de leurs rayons SB et SD, on a 

SB _ BIT y , SB + SD _ BB' + DP' 
SD ~ DD" ° U SB — Sl> BB' — DD' 

Digitized by Google 



SBB 



DO CÔNE. 179 

On tire de lô , on chassant les dénominateurs, 

(BB' — DD) ( SB + SD ) — (SB — SD ) (BB+DD*). 

Remplaçant SB — SD par BD dans le second membre, 
faisant les produits indiqués au premier membre, et ob- 
servant qu'on a SB x DD'^SD x BB\ on obtient 

SB x BB' — SI) x DD' = BD ( BB' + DD), 

ce qui change l'expression ci-dessus de la surface du 
tronc en 

Mais la demi-somme dès arcs BB' et 1)1)' vaut Tare sem- 
blable GG', décrit du rayon S(i , qui est la demi-somme 
des rayons SB et SD, le point G étant ainsi le milieu de 
BD : on aura donc enûn 

SBB' — SDD' = BD X GG' = BD x cire. G H. 

Donc La surface convexe du tronc de cône a pour me- 
sure le produit de son arête par la circonférence de la 
section faite à égales distances de ses deux bases. 

073* Volume du tronc de cone. — Considéré 
comme un tronc de pyramide d'un nombre inflni de 
pans, le tronc de cône sera équivalent à trois cônes 
ayant tous la môme hauteur que le tronc , et pour bases 
respectives la base inférieure ou grande base, la base 
supérieure ou petite base, et une base moyenne propor- 
tionnelle entre les deux autres. 



^Tf . Cènes semblable*. — Deux cônes semblables 
sont engendrés par deux triangles semblables; d'où il 
résulte qu'ils ont le môme angle au sommet , ou la môme 
ouverture, comme les cônes SBC, SDF {fig. 159). Alors 
les lignes homologues sont proportionnelles; les sur- 
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faces sont comme les carrés de ces mêmes lignes ; el les 
volumes , comme leurs cubes. 

$75. Cônes comparés. — 1°. Si les deux cônes à 
comparer n'ont rien de commun, leurs surfaces con- 
vexes sont dans le rapport des produits des circonféren- 
ces par les arêtes ; et leurs volumes , dans le rapport des 
produits des bases par les hauteurs. 

2°. Si les cônes ont même base, leurs surfaces convexes 
sont dans le rapport des arêtes; et leurs volumes, dans 
le rapport des hauteurs. 

3°. S'ils ont même hauteur, leurs surfaces sont dans 
le rapport des rayons des bases; et leurs volumes, dans 
le rapport de ces bases elles-mêmes. 

3?0. Cone à base quelconque. — Si, au lieu de 

rester constante, l'hypoténuse du triangle SAB (/?</. 158) 
générateur du cône varie pendant le mouvement révo- 
lutif qui engendre le cône, celui-ci aura pour base une 
courbe quelconque et non circulaire. 

Néanmoins , il pourra toujours être considéré comme 
une pyramide de même sommet et de même base , celle- 
ci étant prise pour un polygone d'un nombre infini de 
côiés. Alors il est évident que la surface convexe d'un 
cône quelconque ne se développera pas en un secteur 
circulaire plan , ce qui rend difficile la mesure de son 
étendue. Quant à son volume, on l'obtiendra toujours 
en prenant le tiers du produit de sa base par sa hau- 
teur. 

Un cône à base quelconque ne se distingue pas d'un 
cône oblique , ou d'un cône dont Taxe serait incliné sur la 
base; et il n'est plus nécessaire d'y considérer un axe, 
mats seulement une droite génératrice, passant toujours 
par le même point ou sommet, et se mouvant d'une ma- 
nière quelconque dans l'espace. Si la surface conique 
ainsi engendrée est coupée par un plan , la section pourra 
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être considérée comme une base; mais l'axe de révo- 
lution , s'il en existe un , sera généralement incliné sur 
cette base. 



CHAPITRE XXXII. 

DES PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE LA SPHÈRE. 

£77. Génération de la sphère. — La sphère est le 

troisième des corps ronds dont s'occupe la géométrie 
élémentaire. Elle est engendrée par un demi- cercle ACB 
[fig. 160) tournant autour de son diamètre AB comme 
axe. Pendant que cette révolution s'opère: 

1 e . La demi-circonférence ACB décrit la surface sphé- 
rique, laquelle offre cette propriété d'avoir tous ses 
points à égale distance du point 0. Le centre, le rayon 
et le diamètre du demi-cercle générateur sont aussi le 
centre, le rayon et le diamètre de la sphère. 

2°. Toutes les perpendiculaires GO, DE, F(i à Taxe 
AB décrivent des cercles ayant leurs plans parallèles 
(n° 204). Le cercle COC qui passe par le centre est le 
plus grand , et son rayon OG est celui de la sphère ; on 
le nomme grand cercle, tous les autres étant de petits 
cercles, et d'autant plus petits qu'ils sont plus près de 
Tune ou de l'autre des extrémités A et Bde Taxe, extré- 
mités qui sont les pôles communs de ces cercles. 

3°. Chaque portion AF, DF, CD de la demi-circonfr- 
rence génératrice , décrit une portion correspondante de 
la surface sphérique qu'on nomme zone; zone à une 
base , ou calotte, si elle est limitée par un seul cercle qui 
lui sert de base, comme AFF'; zone à deux bases, si 
elle est comprise entre deux cercles parallèles, comme 
DD' FF'. La portion de sphère bornée par une calotte et 
sa base , ou par une zone et ses deux bases , est un seg- 
ment sphérique, à une ou à doux bases. La hauteur de lu 
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zone et du segment correspondant est la partie de Taie 
qui s'y trouve comprise. 

U°. Tout secteur circulaire AOF, qui tourne autour 
de son rayon OA, décrit un secteur sphérique AFOF', 
portion de sphère comprise entre la calotte FAF' et la 
surface conique FOF' engendrée par l'autre rayon OF. 
Ce secteur sphérique se compose évidemment du seg- 
ment sphérique AFF' et du cône OFF\ 

5°. Le demi-cercle générateur passant de la position 
ACB à la position AMR, engendre une portion de sphère 
dite onglet ou coin sphérique; et en même temps la demi- 
circonférence décrit une portion correspondante de la 
surface sphérique ACBMA, nommée fuseau sphérique. 

%?H. Sections de la sphère. — 1°, Toute section FF 
{fig. 160) de la sphère par un plan est tin cercle; caria 
section est bornée par une ligne qui a tous ses poittfs 
également distants du centre de la sphère ; en sorte que 
les rayons OF, OF', etc., peuvent être considérés comme 
des obliques égales, s'écartant également du pied G de 
la perpendiculaire OG abaissée du centre 0 sur le plan 
delà section (n° WfP). 

En prolongeant OG de part et d'autre jusqu'à lft surface 
de la sphère, les points de rencontre A et B sont dits les 
pôles du cercle FF', comme ils le sont encore de tous les 
cercles parallèles à celui-là, cercles dont l'axe commun 
est le diamètre AB. 

Les obliques AF, AF', etc., étant égales, de même que 
les obliques BF, BF', etc. , on pourra , des points A élB 
comme centres , et des rayons respectifs AF et BF, décrire 
le même cercle FF'. Quand les obliques AC, BGsont 
égales, le plan du cercle CC' passe par le centre delà 
sphère. C'est donc un grand cercle ; et les obliques qui 
servent à le décrire autour des pôles A et B, sont égales 
à la diagonale du carré fait sur le rayon de la sphère. 

2°. Deux sections de la sphère passant par le centre, 
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y déterminent deux grands cercles ; et l'intersection de 
ces cercles, comprenant le centre, est nécessairement un 
diamètre. Donc Deux grands cercles se coupent mutuelle- 
ment en parties égales, de même que leurs circonférences, 
3°. Tout grand cercle divise la surface et le volume de 
la sphère en deux parties égales; car en retournant Tune 
des parties de la sphère sur l'autre, et faisant coïncider 
les bases des calottes, celles-ci se confondront dans 
toutes leurs parties, sinon il y aurait des points de la 
surface inégalement éloignés du centre. Chaque moitié 
de la sphère se nomme un hémisphère. 

£79. Sphère passant par quatre points. — Pdf 

quatre points donnés A , B, C, D {fig. 161 ) , non situés 
dans un même plan, faire passer une surface sphériquê. 

Par trois des points donnés A, B, C , menons un plan; 
dans ce plan, un cercle passant par ces points; eftfln, 
par le centre M de ce cercle élevons à son plan la per- 
pendiculaire MO. Faisons la même construction en par- 
tant des trois points B , C, D , et soit NO la perpendicu- 
laire élevée par le centre du cercle BCD. Le centre de la 
sphère sera à l'intersection 0 des deux perpendiculaires 
MO, NO, qui se rencontrent nécessairement puisqu'elles 
sont dans un même plan perpendiculaire à l'intersection 
BC des cercles (n° £00, cas 3), et que, dans ce plan 
MPN, elles sont perpendiculaires à des droites MP, NP, 
qui s'entrecoupent (n° Ol , cas k ). 

En outre, les obliques OA, OB, OC au plan ABC sont 
égales entre elles (n° f $9) ; de même les obliques OB, 
OC, OD sont égales entre elles. Donc les quatre droites 
OA, OB, OC, OD sont égales et représentent le rayon de 
la sphère, et il n'y en aura pas d'autre. 

Par conséquent, s'il s'agissait de retrouver le centre 
et le rayon d'une sphère , dont la surface serait donnée 
en tout ou en partie , on y choisirait quatre points con- 
venablement distribués , pour y faire passer une sphère. 
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3$0. Cercles menés sur la surf ace sphérique. — 

Par deux points A et B pris à volonté sur une sphère, 
on peut mener sur cette sphère une infinité de cercles. 
Car, si Ton prend sur la sphère un troisième point arbi- 
traire C, et que par les trois points A, B, C on fasse 
passer un plan , son intersection avec la sphère sera un 
des cercles demandés (n° 318). 

Mais, s'il s'agissait de mener un grand cercle par les 
deux points donnés A et B (fig. 462) , comme le plan de 
ce cercle doit passer par le centre 0 de la sphère , et que 
par les trois points A, B, 0 Ton ne peut mener qu'un 
plan, on n'aurait qu'un seul grand cercle; à moins pour- 
tant que les deux points A et B ne soient les extrémités 
d'un même diamètre , puisqu'alors les trois points A, 0, 
B étant en ligne droite, on pourrait mener par cette 
droite une infinité de plans , donnant des grands cercles 
qui tous s'entrecouperaient suivant le diamètre AOB, et 
les circonférences de ces grands cercles passant toutes 
par les extrémités A et B de ce diamètre. 

Cola posé , pour mener un grand cercle par les points 
donnés A et B, de ces points comme centres et avec une 
ouverture de compas égale à la diagonale du carré fait 
sur le rayon de la sphère (n° 113), on décrit deux arcs 
qui s'entrecoupent en P : alors P est l'un des pôles , du- 
quel comme centre et avec le même rayon , on pourra 
décrire le grand cercle passant par A et B. 

Mais, pour décrire un petit cercle par trois points don- 
nés sur la sphère , on chercherait sur un plan le rayon r 
du cercle passant par ces points ; on décrirait sur le plan 
une demi-circonférence d'un rayon OP [fig. 163 ) égal à 
celui de la sphère; on prendrait, perpendiculairement à 
OP, une longueur OD = r , pour mener ensuite DE pa- 
rallèle à OP : alors EF , parallèle à OD , serait le rayon 
r, et PE l'arc mené du pôle à chacun des points donnes 
sur la sphère. 
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£81. Tangentes et plan* tangents à la sphère. 

— Soit 0 {fig. 164) le centre d'une sphère, OM son rayon 
mené à l'un des points M d'un cercle MN tracé sur sa 
surface. Si , dans le plan de ce cercle , on conduit à ce 
cercle la tangente MT au point M, cette tangente sera per- 
pendiculaire au rayon OM. En effet, menant Taxe OC du 
cercle MN, et joignant CM , ce rayon du cercle sera per- 
pendiculaire à MT (n°14G), et par conséquent OM sera 
aussi perpendiculaire à MT (n° ltl£) ; en sorte que MT 
n'ayant que le point M commun avec la sphère, sera 
tangente à celle-ci. 

Tout autre cercle de la sphère, passant par le même 
point M, aura aussi sa tangente en ce point, perpendicu- 
laire à OM. Donc le rayon OM de la sphère est perpen- 
diculaire au plan qui contient toutes ces tangentes, 
c'est-à-dire au plan tangent mené par le point M. 

Angle de deux grands eereles. — Soient 
deux grands cercles de la sphère , MAN , MBN ( fig. 165), 
se coupant suivant le diamètre MON. On sait que l'angle 
dièdre de leurs plans est mesuré par l'angle de deux 
perpendiculaires à l'intersection , une dans chaque plan 
(n l> £04). Or, si l'on mène ces perpendiculaires par le 
centre 0 de la sphère, on aura les deux rayons OA, OB, 
dont l'angle AOB mesurera le dièdre, et sera lui-même 
mesuré par l'arc de grand cercle AB. 

Mais MN, perpendiculaire à OA et OB, est perpendi- 
culaire à leur plan, en sorte que tous les points de l'arc 
AB sont à égales distances de M et de N , qui sont ainsi 
les pôles du cercle AB. Celui-ci est nommé cercle équato- 
rial, parce qu'il coupe les deux cercles proposés, ainsi 
que tous les autres cercles passant par MN , nommés 
cercles méridiens , chacun en deux parties égales , tout 
QU étant perpendiculaire à ces derniers. 

De cela il résulte que L'angle dièdre formé par deux 
grands cercles de la sphère a pour mesure, soit l'angle 
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compris entre lehrs tangentes respectives menées par un 
de leurs points d'intersection, soit Varc équatorial qu ils 
interceptent. 

$$:t. Triangle*, polygones et pyramides (fphéri- 
qne». — Trois points étant donnés sur la sphère, on peut 
les joindre deux à deux par des arcs de grands cercles, 
d'où résulte ce qu'on appelle un triangle sphérique, 
portion de surface sphérique comprise entre trois arcs 
de grands cercles. 

Si Ton a plus de trois points à joindre par des arcs de 
grands cercles, la portion de surface sphérique qu'ils 
peuvent ainsi limiter est un polygone sphérique. 

Ces arcs se nomment les côtés du triangle ou du poly- 
gone sphérique , dont les angles sont les dièdres com- 
pris entre les plans de ces arcs, et dont les sommets sont 
les intersections de ces mêmes arcs. 

Il est évident que tout polygone sphérique convexe 
peut être décomposé en triangles sphériques par des arcs 
de grands cercles menés d'un sommet à tous les autres 
non voisins, le nombre de ces triangles étant n — 2, si n 
est celui des côtés du polygone. 

Si , à chacun des sommets d'un triangle ou d'un po- 
lygone sphérique, on mène un rayon de la sphère, il en 
résulte une pyramide sphérique ayant pour sommet le 
centre de la sphère , pour base ce triangle ou ce poly- 
gone , et pour surface latérale autant de secteurs plans 
que la base a de côtés. 

981. Propriétés des triangles et polygones sphé- 
riques. — Les plans des grands cercles qui déterminent 
un triangle sphérique , forment un trièdre ayant son 
sommet au centre de la sphère: en sorte que le triangle 
sphérique n'est que la section de ce trièdre par une stfr- 
face sphérique , décrite de son sommet comme centre 
avec unrayon arbitraire. Les faces du trièdre ont pourme- 
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sure respective les côtés du triangle , et les dièdres sont 
les mêmes pour Tan et pour l'autre. Il existe donc une 
analogie parfaite entre le trièdre et le triangle sphérique 
qui lui correspond. De là vient qu'on peut déduire toutes 
les propriétés des triangles sphériques de celles des 
trièdres. Ainsi 

1°. Dans tout triangle sphérique un côté quelconque 
est plus petit que la somme des deux autres (n° 919). 

2°. La somme des trois côtés d'un triangle sphérique 
peut varier de 0 à k droits (n° 915) , variation qui est 
aussi celle des côtés de tout polygone sphérique convexe. 

3°. La somme des trois angles d'un triangle sphérique 
peut varier entre 2 et 6 droits (n° 915); la somme des 
angles d'un polygone sphérique de n côtés, entre 
(2m — 4) et 2 fi droits. 

U°. Deux triangles sphériques sont égaux dans les qua- 
tre cas spécifiés au n° 91-1 pour les trièdres. 

Symétrie des triangles sphériques. — On a 

vu ( n° OO) que deux triangles symétriques ont les côtés 
inversement disposés , et qu'on ne peut les faire coïnci- 
der qu'en retournant l'un des triangles sens dessus des- 
sous. 11 n'en est plus de même pour les triangles symé- 
triques tracés sur la sphère; car si l'on retourne l'un 
pour le superposer à l'autre, ils se présenteront mutuel- 
lement leurs concavités ou leurs convexités. Néanmoins 
on peut prouver qu'ils sont équivalents. 

Soient, pour exemple, les deux triangles sphériques 
ABC , ABC {fig. 166) tracés sur la même sphère ou 
sur deux sphères de môme rayon , ayant un angle égal 
A = A', compris entre deux côtés égaux chacun à cha- 
cun , AB = A' B' et AC = A'C, mais disposés en ordre 
inverse. 

Supposons AC moindre que AB; portons AC en AD, 
et menons l'arc de grand cercle CD. Soit BD moindre 
que CD ; portons BD en DE , et menons l'arc de grand 
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cercle BE. Soit CE moindre que BE ; portons CE en EF , 
et menons Tare de grand cercle CF. Arrivé à ce point, 
supposons qu'on ait BF = CF , et la construction sera 
terminée; sinon, on la continuerait indéfiniment, les 
points E , F , etc. , Rapprochant sans cesse du côté BC. 

Faisant le même genre de construction sur le triangle 
À' B' C , on aura partagé les deux triangles proposés en 
un même nombre de triangles isocèles , égaux chacun à 
chacun. 

En effet, les deux premiers triangles partiels ACD, 
A' CD' sont égaux et superposables , comme ayant un 
angle égal A = A' compris entre côtés égaux. Donc les 
angles BDC et B' D' C sont égaux, ce qui rend égaux les 
deuxièmes triangles partiels BDE et B'D' E'. Donc les an- 
gles BEC et B' E' C sont égaux, ce qui rend égaux les troi- 
sièmes triangles partiels CEF et C'E'F'. Donc les angles 
BFC et B' F' C sont égaux , ce qui rend égaux les qua- 
trièmes triangles partiels BCF et B' C F' ; et ainsi de suite 
dans le cas où il y en aurait encore d'autres. Donc les 
deux triangles symétriques ABC, A'B'C, sommes de 
triangles isocèles égaux chacun à chacun , sont équiva- 
lents ( même conclusion tirée au n° 310 , septième cas ). 

- 

£8C Triangles polaires. — Si des sommets A, B, C 
(fîg. 167) d'un triangle sphérique comme pôles, on dé- 
crit respectivement les arcs de grand cercle B' C, A' C, 
A' B' , ceux-ci formeront , par leur rencontre mutuelle , 
un triangle sphérique A' B' C qui est dit le triangle po- 
laire de ABC. 

Or, il est aisé de voir que la distance de A' aux points 
B et C étant d'un quart de cercle, A' est le pôle de Tare 
BC ; de même B' est le pôle de AC , et C ; le pôle de AB ; 
en sorte que le triangle ABC est le polaire de A' B' C. 

Les deux triangles ABC, A' B' C sont donc polaires l'un 
de l'autre. Ils jouissent de cette propriété que tout angle 
de l'un et le côté opposé de l'autre valent ensemble une 
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demi-circonférence, et sont ainsi supplémentaires. Par 
exemple, l'angle A du premier triangle et le côté B'C du 
second sont supplémentaires : car, si Ton prolonge les 
côtés de l'angle A jusqu'à leur rencontre en D et en K 
avec B' C, on aura 

B'E = 90°, puisque B' est le pôle de ACE, 
CD = 90% puisque C est le pôle de ABD. 

Ajoutant, on a 

B'E + CD = 180° 
ou DE + B'C = 180°, 

ou enfin, puisque DE mesure l'angle A (n° 289) , 

A + B'C =180°, 

ce qu'il fallait prouver, et ce qui se prouverait également 
pour tout autre angle de l'un des triangles et le côté op- 
posé dans l'autre. 

987. Dislance des 'points sur la sphère. — Entre 
deux points A et B (fig. 168) de la surface sphèrique, le 
plus court chemin tracé sur cette surface , est Varc de 
grand cercle AB qui passe par ces points. 

Supposons, s'il est possible, un chemin plus court 
ACB, ;tout entier à droite ou à gauche de l'arc AB, et 
passant par un point C non situé sur AB. En coupant la 
sphère suivant le grand cercle AB, qui la divise en deux 
parties égales (n° %7&) , et retournant l'un des hémi- 
sphères pour l'appliquer sur l'autre , de telle manière que 
l'arc AB retombe sur lui-même , le chemin AGB se trou- 
vera sur les deux hémisphères en coïncidence, et re- 
viendra en AC B lorsqu'on ramènera les deux hémi- 
sphères dans leur première position : alors on aurait deux 
chemins égaux ACB , AC B, plus courts que AB. 

Maintenant, AC et BG ne peuvent être des arcs de 
grands cercles, puisque, dans le triangle sphérique ABC 
qui en résulterait, le côté AB serait plus court que 
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AC + GB (n° 9§i), Donc , recommençant le raisonne- 
ment qui précède, il y aura deux chemins égaux de A en 
C , savoir ADG , AD' G, plus courts que Tare de grand 
cercle passant par A et G. 11 y en aura aussi deux de C 
en B , deux de A en C', deux de G' en B ; et ainsi de suite 
indéfiniment. 

Dans le cas particulier où. l'un de ces chemins coupe- 
rait Tare de grand cercle mené par ses extrémités, les 
mômes raisonnements que ci-dessus s'appliqueraient à 
chacune des portions de ce chemin située tout entière 
à droite ou à gauche de cet arc. 

Ainsi, la supposition que Tare de grand cercle AB 
n'est pas le plus court chemin de A en B , conduit à cette 
conséquence absurde qu'il y en a une infinité d'autres 
plus courts et égaux entre eux. L'arc AB, au contraire, 
ne se subdivise pas , et il n'y en a pas un second qui lui 
soit égal. Étant seul de son étendue, il faut qu'il soit le 
plus petit ou le plus grand ; or il n'est pas le plus grand, 
puisque deux arcs de grand cercle AC + CB seraient plus 
longs ; donc il est le plus petit. 

liemarques. 1°. Il en est de même pour la distance de 
deux points dans l'espace. On admet entre eux une ligne 
plus courte que toute autre , et telle qu'en faisant tour- 
ner J'espace autour des points A et B comme pivots fixes, 
cette plus courte ligne se superpose toujours à elle- 
même , aucun de ses points ne changeant de place. Si , 
au contraire , on prenait un point C hors de cette ligne 
pour y mener une ligne plus courte , le mouvement de 
l'espace autour de A et B engendrerait une infinité d'au- 
tres points tels que C , ce qui donnerait une infinité de 
ligues égales entre elles el plus courtes que la première. 

3<\ Il est bien entendu que la distance la plus courte en- 
tre deux points A et B de la surface sphérique est le plus 
petit des deux arcs du grand cercle passant par ces 
points. Lorsque ces deu* arcs deviennent égaux entre 
<wx, auquel cas le* points A et B sont aux extrémités 
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d'un même diamètre, il y a une infinité de demi-grands 
cercles qui conduisent de A en B, et sont autant de plus 
courts chemins. C'est l'analogue du cas où deux points 
de J'espace sont infiniment éloignés l'un de l'autre; car 
il y a alors une infinité de lignes parallèles pour repré- 
senter la plus courte distance de ces points. Il faut donc 
admettre que deux points diamétralement opposés sur la 
sphère, sont à une dislance sphérique infinie; et ce 
genre d'infini se rapproche sans cesse de l'autre, à me- 
sure qu'on agrandit le diamètre de la sphère , jusqu'à ce 
qu'enfin les deux infinis se rejoignant, on passe d'un 
point à l'autre sur la sphère en suivant deux plans paral- 
lèles ; ce qui est une route encore plus longue , si l'on 
peut s'exprimer ainsi , que de suivre les lignes droites 
infinies menées entre les deux points , le rapport de l'un 
à l'autre chemin étant toujours celui de la demi-circon- 
férence au diamètre. 

Positions relatives de deux sphères. — Des 

relations analogues à celles qui existent entre deux cer- 
cles, et qui font l'objet du Chapitre XX, subsistent aussi 
dans les positions relatives de deux sphères, celles-ci pou- 
vant être extérieures ou intérieures l'une à l'autre , tan- 
gentes extérieurement ou intérieurement , enfin sécantes. 

Pour passer des cercles aux sphères , il suffit de faire 
tourner, autour de la ligne des centres 00', les cercles 
représentés par les fig. 106 à 111 : alors les cercles engen- 
drent des sphères , respectivement de mêmes centres et 
de mêmes rayons ; les tangentes aux cercles produisent 
des cônes tangents aux sphères, comme PSQ ou P' SQ' 
et MRN (fig. 106), celui-ci devenant un cylindre tangent 
dans le cas de l'égalité des deux sphères ; enfin des plans 
tangents , comme PQ {ftg. 107) et MM' {fig. 109). 

Par ce même mouvement, le double segment ABA'C 
(fa. 108) commun à deux cercles sécants, engendre un 
double segment sphérique nommé lentille; et les deux 
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cercles intérieurs l'un à l'autre (/î#. 110 ) engendrent une 
couche sphêrique, uniforme ou d'égale épaisseur dans le 
cas de deux cercles concentriques. 



CHAPITRE XXXIII. 

SURFACE ET VOLUME DE LA SPHÈRE. 

Mesure de la surface sphêrique, — Pendant 

que la demi-circonférence ACB (fig. 169), tournant au- 
tour de AB , engendre la surface sphêrique , chacune de 
ses parties très-petites MN , considérée comme rectiligne, 
décrit la surface convexe d'un tronc de cône à rayons 
MP, NQ , et qui, R étant le milieu de MN , et RS perpen- 
diculaire à AB, a pour mesure (n° MN x cire. RS. 
Mais, si Ton tire le rayon OR et qu'on mène MU perpen- 
diculaire à NQ, les triangles ORS, MNU seront semblables 
comme ayant les côtés chacun à chacun perpendicu- 
laires ( n° 2>§ ) , et donneront 

MU RS cire. RS 
MN OR cire. OR ' 

d'où MN x cire. RS = MU x cire. OR, 

= PQ X cire. OA ; 

c'est-à-dire que la surface convexe du tronc de cône dé- 
crit par F élément MN a pour mesure sa projection PQ 
sur l'axe AB, multipliée par la circonférence du cercle 
générateur. 

Donc, en ajoutant tous les troncs de cône décrits par 
les éléments de ACB , on obtiendra , pour la surface en- 
tière AB x cire. OA ; 

en sorte que La surface sphêrique a pour mesure le pro- 
duit de la circonférence d'un grand cercle multipliée par 
son diamètre. 
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Si Ton désigne le rayon de la sphère par R , la circon- 
férence sera 2ttR (n° I§4), et le diamètre 2 R, d'où la 
surface sphérique égale à /nrR 2 , ou à quatre grands cer- 
cles, puisque wR 2 est la surface de l'un d'eux (n° 881). 

90O« Mesure de la surfaee de la zone. — De la dé- 
monstration précédente^ il résulte que La surface d'une 
zone à une ou à deux bases a pour mesure le produit de 
sa hauteur H par la circonférence 2 tc R d'un grand cercle, 
savoir 2 ttRH. 

Dans le cas d'une zone à une base, comme APF' 
(fig. 160), la corde AF (désignée par G) de Tare géné- 
rateur de la zone est moyenne proportionnelle entre 
AG = H et AR = 2 R , d'où C 2 = 2 RH : ce qui change la 
formule ci-dessus en n G 2 . Donc Toute zone à une base , 
ou calotte, est équivalente au cercle (tt G 2 ) décrit avec 
sa corde comme rayon. 

£91. Mesure de la surfaee du fuseau, — Le fuseau 
étant une portion de la surface sphérique, comprise en- 
tre deux positions MAN, MBN (fig. 165) du demi-cercle 
générateur, croît évidemment comme l'angle AOI) du 
dièdre compris. C'est-à-dire que Le rapport de la surface 
du fuseau à la surface totale de la sphère est égal au 
rapport de l'angle AOB à k droits, ou de Varc équatorial 
AB à la circonférence entière. 

Mesure de la surfaee du triangle sphérique. 

— Soit proposé le triangle sphérique ABC {fig. 170), 
dans lequel les angles seront désignés par les lettres A , 
B, C de leurs sommets. L'angle droit sera désigné par d 
et la surface de la sphère par S. 

Prolongeant les côtés AB , AG de l'angle A jusqu'à leur 
rencontre en A', on aura le fuseau ABA' CA, dont la sur- 
face est exprimée par (n° £01 ) 

ABC + A' BC = . S. 

Ud 
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Prolongeant de même les côtés BA, BC de l'angle B, 
jusqu'en B', on aura le fuseau BAB' CB, dont la surface 
est 

ABC + AB'C = 7 ^.S. 

Ud 

Enfin, prolongeant les côtés, de l'angle C, en arrière 
jusqu'à leur rencontre en C 7 (le triangle A' B' C étant, 
pour plus de clarté , rabattu sur le plan de la ligure), os 
aura le fuseau A' C B' G dont la surface est 

A'B'C'-r-A'B'C = A. S . 

Ajoutant membre à membre les expressions de ces 
trois fuseaux, et observant que les triangles ABC et 
A' B'C sont équivalents comme symétriques (n° £85), 
puisque les angles en G et C' sont égaux et compris entre 
des côtés égaux chacun à chacun, on aura 



3 ABC + A'BC + ABC + A'B'C = A + " + C .&{ 

Ud 



Mais les quatre triangles ABC , A' BC , AB' C , A' B' G cou- 
vrant la moitié de la sphère , il reste 

2 Ud 
d'où Ton tire , toute réduction faite , 

kur A + B + C — 2rf 
ABC* = £j .S, 

ce qui montre que Le triangle ABC est égal à la surface 
sphèrique réduite dans le rapport de 8 dwits è la somn* 
des trais angles diminuée de 2 droits. 



&93. Mesure de la surface d'un polygone sphè- 
rique. — Soit le polygone sphérique convexe ABCEF . 
{fig. 171), qu'on divisera en triangles par les arcs de 
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grands cercles AC, AE. On aura, d'après le numéro pré- 
cèdent : 



ABC — 
ACE = 

AEF = • 



a -f- b -+- c — 


1d 






a' -f- c' -+- e — 


2d 


ad 




CL — f-~ 6 — |— f — * 


îd 


Sd 



Ajoutant membre à membre , et observant que Ton a 
a + a' + a" = A, 6 = B, c + c' = C, e + e' = E, 
f = F, on aura pour la surface du polygone P, supposé 
de n côtés , 

(A + B + C )-(n-2)2rf 

p = Sd - 8 ' 

994. Excès sphérique. — On a vu (n° £81) que la 

somme des trois angles d'un triangle sphérique peut va- 
rier entre 2 et 6 droits : on s'approche de la première 
limite 2 droits, à mesure qu'on diminue l'étendue du 
triangle ; et de la limite 6 droits , lorsque le triangle tend 
à couvrir tout un hémisphère. 

Les triangles mesurés à la surface terrestre sont tou- 
jours très-petits relativement à l'hémisphère; et alors ils 
se confondent presque avec les triangles plans ayant 
mêmes sommets , en sorte que la somme de leurs angles 
dépasse très-peu 2 droits, Y excès n'étant que de quelques 
secondes. 

Cela vient de ce que les trois côtés du triangle plan 
sont des cordes de la sphère , et que ses trois angles sont 
situés sur le plan du triangle ; tandis que , les côtés du 
triangle sphérique étant des arcs, et ses angles étant 
compris entre les tangentes menées à ces arcs, tangentes 
plus ou moins inclinées sur le triangle plan , les angles 
du triangle sphérique ont pour projection les angles du 
triangle plan , et sont plus ouverts que ces derniers. 
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Dans la formule finale du n° 299 , qui donne la sur- 
face du triangle sphérique , le numérateur de la fraction 
qui multiplie la surface sphérique S , est l'excès de la 
somme des trois angles sur deux droits, c'est-à-dire 
l'excès des angles du triangle sphérique sur les angles du 
triangle plan , et que , pour abréger , on nomme Y excès 
sphérique. 

Ainsi La surface du triangle sphérique est égale à celle 
de la sphère réduite dans le rapport de 8 droits à l'excès 
sphérique de ce triangle ; de même , La surface d'un poly- 
gone sphérique (n° £tlît ) est égale à celle de la sphère 9 
réduite dans le rapport de 8 droits à l'excès sphérique de 
ce polygone. 

205. mesure de la sphère.— On peut considérer le 
volume de la sphère comme décomposé en une infinité 
de pyramides infiniment petites, ayant leur sommet 
commun au centre de la sphère , et leurs bases à sa sur- 
face. Alors la somme de ces bases est la surface même 
de la sphère , et la hauteur commune des pyramides est 
le rayon. Donc, en désignant ce rayon par R, Le volume 
de la sphère a pour mesure le produit de sa surface 
ft^R 2 (n°SSt>) par le tiers de son rayon (n° , 

1 U 
savoir: /nrR'x^R, ou - « R s . 

On arrive encore à ce résultat en cherchant le volume 
engendré par les triangles infiniment petits, comme 
OMN {fig. 169), dans lesquels on peut décomposer le 
demi-cercle AGR générateur delà sphère. Or, le volume 
engendré par OMN est la différence des volumes engen- 
drés par ONT et par OMT (MT étant le prolongement de 
MN jusqu'à sa rencontre avec le prolongement de l'axe 
AB). On a ainsi 

vol. OMN = vol. ONT — vol. OMT. 

Mais le volume engendré par ONT est la somme de deux 
cônes ayant pour base commune le cercle engendré par 
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NQ et pour hauteurs respectives OQ et QT : donc 

vol. ONT = ^ ir NQ* x OT, 

de même vol. OMT = | * MP J x OT , 
d'où, en substituant ces valeurs ; 
vol. OMN = | * (NQ* — MF) OT, 

=4mNQ + MP) (NQ — MP)OT(n°l*«), 

3 

= | « RS x NU x OT (n» S7»). 

Les triangles semblables MNU et ORT d'une part, et 
MNU et ORS d'autre part, donnent 

MN OT MU _ RS. 

NU — OR' MN ~~ OR' 
multipliant membre à membre , et réduisant , on tire 

RS X NU x OT = OR 2 X MU, 
puis, substituant dans la précédente valeur de vol. OMN , 

vol. OMN = 1 7c OR 2 x MU 
et à la limite , quand OR devient OA , 

vol. OMN = OA 2 x PQ. 

Désignant par R le rayon OA de la sphère et par h la 
hauteur PQ ou l'élément MN projeté sur l'axe, on obtient 

VOl. OMN = f ttR 2 /j. 

Une série d'éléments, tels que MN, ayant H pour somme 
de leurs projections sur AB, engendrera donc un volume 

2 

exprimé par - w R 2 H ; 

et tous les éléments de la demi-circonférence AGB, ayant 
2 R pour somme de projections, engendrent le- volume 
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de la sphère, savoir - n R 2 x 2 R, ou - * R*, comme 
précédemment. 

*£OG. Mesure du secteur sphérique. — Des deux 

démonstrations données au numéro précédent, il résulte 

2 

que le secteur sphérique a pour mesure - * R 2 H , R étant 

le rayon de la sphère et H la hauteur de la calotte qui 
sert de base au secteur. 

$97. Mesure d'une pyramide sphérique. — SoitB 

la surface du polygone sphérique servant de base à la 
pyramide sphérique, celle-ci aura pour mesure le pro- 
duit de sa base par le tiers de sa hauteur, qui est le rayon 

1 

R de la sphère , savoir - BR. 

<$08. Mesure de l'onglet sphérique. — Cet onglet, 

de même que le fuseau qui lui sert de base , croît évi- 
demment comme le dièdre compris ; et dès lors il a pour 
mesure le volume de la sphère réduit dans le rapport de 
U droits à cet angle dièdre. 

r 

£99. Mesure du segment sphérique. — Le segment 
sphérique à une seule base AFF' (fig. 172) peut s'obtenir 
en retranchant du secteur sphérique OFAF'O le cône 
OFGF'O. L'autre segment sphérique GFCBC'F'G, au con- 
traire, s'obtient en ajoutant le même cône au secteur 
sphérique OFCBC'F'O. 

Pour avoir le segment à deux bases DD'F'F, on prend 
la différence des segments à une base ADD' et AFF'. 

On arrive à une autre expression du segment sphéri- 
que, de la Manière suivante : Soit à trouver le volume 
du segment à deux bases DD' FF; il se compose évidem- 
ment du tronc de cône engendré par le trapèze DFGE, et 
du volume engendré par le segment de cercle DIFR. U 



i 

Digitized by Google 



SURFACE ET VOLUME DE LA SPHÈRE. 199 

tronc de cône a pour expression ( n° 973 ) 

vol. DFGE = \* (DE 1 -t- FG' + DE x PG) EG. 

Quant aa volume engendré par DIFR, c'est la différence 
entre les volumes engendrés par ODIF etODRF, savoir 
(n* »»5) 

vol. DIFR = | ic ( 01* — OR 2 ) EG , 

= DR 2 x EG, 

=4*rDF 2 x EG, 
6 

= Jir (FK 2 + DK 2 ) EG, 

= } EG 2 + (DE — FG) 1 j EG, 

= (EG 2 + DE 2 + FG 2 — 2DE x FG) EG. 

Ajoutant ces deux volumes et réduisant , on a 

DD'F F = | * (DE 2 + FG 2 ) EG 4- J * EG*. 

Mais *DE 2 x EG exprime le volume du cylindre qui a 
DD' pour base et EG pour hauteur; ttFG 2 x EG est le 
cylindre qui a FF' pour base et la même hauteur EG ; 

enfin - * EG* est le volume de la sphère qui a EG pour 

diamètre. Donc Le segment à deux bases est équivalent à 
la demi-somme de deux cylindres ayant la même hauteur 
et pour bases respectives ces deux bases, plus une sphère 
ayant cette hauteur pour diamètre. 

Quand le segment n'a qu'une base , comme DAD\ on 
obtient son volume en faisant, dans l'expression ci-des- 
sus, FG = 0 et changeant EGen AE, d'où 

ADD' = i * DE 2 x AE +\ * AE S . 
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30O. Sphères comparées. — Les cercles étant des 
figures semblables , les sphères qu'ils engendrent sont 
des corps semblables. Par conséquent, Les surfaces de 
deux sphères sont entre elles comme les carrés de leurs 
rayons ; et leurs volumes, comme les cubes de ces rayons. 

C'est d'ailleurs ce que montrent les expressions de ces 
surfaces et de ces volumes , que nous désignerons par S 
et s, par V et v , pour les sphères de rayons R et r ; car 

de S = h « R 2 , s = k * r\ V = | * R s et v = § ir r\ 

S R 2 . V R* 
on tire - =■ -? et - = — . 

s r 2 v r 1 

Toules les parties des surfaces et des volumes de deux 
sphères sont dites semblables si elles correspondent à 
des arcs semblables ; et alors ces fractions de surface 
sont entre elles comme les carrés des rayons , et ces 
fractions de volume comme les cubes des mêmes rayons. 

30f • Les trois eorps ronds comparés. — Ayant les 
expressions des surfaces et des volumes des trois corps 
ronds , cylindre , cône et sphère , rien de plus aisé que de 
les comparer ; nous nous bornerons ici au cas de la 
sphère ABCD (fig. 173) et du cylindre circonscrit EFGH. 

Si R désigne le rayon de la sphère, la surface convexe 
du cylindre sera égale au produit de la circonférence 
2ttR par la hauteur 2 R, ou à/nrR 2 , c'est-à-dire équiva- 
lente à celle de la sphère. Ajoutons les deux bases , la 
surface totale du cylindre sera 6 ir R 2 , et son rapport à 
celle de la sphère, comme 6 est à U ou comme 3 à 2. 

Quant aux volumes, celui du cylindre étant la base 
ir R : multipliée par la hauteur 2 R , ou 2 n R* , et celui de 

la sphère \ * R*, leur rapport sera de 2 à ^, ou de 3 à 2, 

précisément le même que le rapport des surfaces to- 
tales. Ce résultat, trouvé par Archimède, n'est au reste 
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qu'un, cas particulier de la proposition suivante : Tout 
polyèdre, et tout corps à surface courbe dèveloppable 
(comme cylindre et cône) étant circonscrit à la sphère, 
le rapport des volumes est le même que celui des sur- 
faces , puisqu'il faut multiplier les surfaces par le tiers 
du rayon de la sphère pour avoir les volumes. 

Même égalité de rapport entre les contours et les aires 
du cercle et des polygones circonscrits. 



CHAPITRE XXXIV. 

DE 1.A SYXKTRIK. 

309. Origine île la symétrie. — Nous avons déjà 
dit un mot de la symétrie sur le plan (n° OO) et de la 
symétrie sur la sphère (n° 985). Ici, nous nous occu- 
perons de l'origine et des lois de la symétrie en général. 

Deux figures qui ont toutes leurs parties égales cha- 
cune à chacune, sont égales et toujours superposables 
si ces parties s'y trouvent disposées dans le même ordre; 
mais les figures sont sytitétriques et non superposables 
en général si les parties y suivent un ordre inverse. 

Il y a le même ordre des parties , et partant égalité , si 
aucune direction n'est changée, ou si deux dimensions 
sont prises en sens inverses d'une figure à l'autre ; mais 
l'ordre des parties est renversé, et par suite il y a symé- 
trie, si une ou trois dimensions sont prises en sens in- 
verses, d'une figure à l'autre. Examinons ces différents 



30». Égalité et symétrie à une dimension. — Soit 

XX' (fig. 174) une droite ( ou axe) sur laquelle on compte 
les longueurs, à partir d'un point (ouorigine) 0. Si l'on 
y prend des longueurs égales et de sens contraires 
OA=OA', OB=OB', OC^OC, etc., les points A et A' 

9. 
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seront symétriquement placés, ou symétriques l'un de 
Vautre, ou simplement symétriques, par rapport au 
point 0 qui est dit le centre de symétrie. De même, Bet 
B' sont symétriques, de même C et C, etc. 

En effet, l'ordre des points en OX étant inverse de 
celui des points en OX', si Ton fait glisser OX' sur OX, 
jusqu'à ce que les points extrêmes coïncident , savoir : 
A' avec C, G' avec A, les points intermédiaires ne coïn- 
cideront pas en général. Pour que ceci arrive, il faudra 
retourner, bout pour bout, l'un des systèmes de points. 

Mais cette coïncidence, et par suite l'égalité des deux 
systèmes, aurait toujours lieu si Ton portait A', B\ 
C, etc., dans le même sens que A, B, G, etc. 

* 

•SOS. Egalité et symétrie à deux dimensions. — 

Soit encore XX' (fig. 175) Taxe des longueurs, et de plus 
YY' Taxe des largeurs, qui lui est perpendiculaire. Leur 
intersection 0 sera naturellement V origine commune de 
ces deux espèces de dimensions. Prenons, dans le sens 
positif OX, différentes longueurs Oa, 06, Oc; et dans le 
sens positif OY, les largeurs correspondantes aA, 6B, 
c C, et nous arriverons à de certains points A, B, C, for- 
mant une figure telle que ABC. 

Ensuite , conservant ces longueurs , changeons le sens 
des largeurs, que nous porterons en aA', 6B / , cC. Ou 
encore , changeons le sens des longueurs , les portant 
en Oa', 06', Oc', et conservons le sens des largeurs a' A", 
6'B", c'C". Chacune des figures résultantes A'B'C et 
A"B"C" sera symétrique de ABC, parce qu'une seule di- 
mension aura été changée de sens; mais A'B'C et 
A"B"C" seront deux figures égales, parce que les deui 
dimensions y sont de sens contraires, ce qui a aussi lieu 
pour ABC et A"'B"'C". 

La droite XX' est Y axe de symétrie des figures telles 
que ABC et A'B'C. De même, Y Y' serait Taxe de symétrie 
des figures telles que ABC et A'B'C 
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On a aussi considéré le point 0 comme un centre de 
symétrie pour les figures telles que ABC et A"'B'"C'", 
parce qu'il partage en deux également les lignes qu'on 
tirerait de A en A'", de B en B'", de C en C" ; mais c'est 
un centre de figure , qui doit prendre ici le nom de cen- 
tre d'égalité , les figures ainsi construites autour de ce 
centre étant égales et non symétriques. 

305. Egalité et symétrie à trois dimensions* — 

Soient les mêmes axes XX' des longueurs (fig. 176) et 
YY' des largeurs, auxquels on joint l'axe des hauteurs 
ZZ', qui est perpendiculaire à leur plan. Ces trois axes 
s'entre-croisent en 0, centre des trois dimensions, di- 
rectes suivant OX, OY, OZ , inverses suivant OX', OY', OZ'. 

Prenons sur OX de certaines longueurs Oa, 06, Oc, Od; 
menons , dans le sens OY, des largeurs correspondantes 
aa' y bb\ cc\ dd r ; enfin , dans le sens OZ , des hauteurs 
correspondantes a' A, 6'B, c'C, et nous arriverons aux 
points A, B, C, D, sommets d'un tétraèdre ABCD , placé 
dans l'angle trièdre OXYZ. 

Changeons , en premier lieu , le sens d'une dimension 
et portons par exemple les hauteurs en a' A', 6'B', c'C 
nous obtiendrons le tétraèdre A' B' C D', situé dans le triè- 
dre OXYZ', et symétrique du précédent par rapport au 
plan de symétrie XOY. Si l'on avait changé le sens des 
largeurs seulement, le symétrique de ABCD eût été placé 
dans le trièdre OXY'Z, avec XOZ pour plan de symétrie. 
Et si l'on avait changé le sens des longueurs seulement, 
le symétrique de ABCD se trouverait dans le trièdre 
OX'YZ, avec YOZ pour plan de symétrie. 

En second lieu, renversons à la fois le sens de deux 
dimensions , des longueurs et des largeurs par exemple, 
et nous aurons un tétraèdre situé dans l'angle trièdre 
OX'Y'Z, non plus symétrique de ABCD, mais son égal, 
.qui, après une demi-révolution autour de Taxe OZ, 
viendrait coïncider avec ABCD. Ainsi OZ est un axe dlé- 
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galitè qui a pour caractère de couper en deux également 
et rectangulaîrement toute droite menée entre deux 
points correspondants des deux tétraèdres. Cet axe se- 
rait OY si Ton changeait le sens des longueurs et celui 
des hauteurs; il serait OX, si Ton retournait les largeurs 
et les hauteurs. 

En troisième lieu , changeons le sens des trois dimen- 
sions, et nous obtiendrons un tétraèdre A" B" C" D", si- 
tué dans l'angle trièdre OX'Y'Z', symétrique de ABCD. En 
effet, A"B"C"D" coïnciderait avec son égal A'B'C'D' si 
celui-ci exécutait une demi-révolution autour de l'axe de 
figure OZ'. On voit aussi que le point 0 coupera en deux 
également toute droite menée entre deux points corres- 
pondants des symétriques ABCD et A"B"C"D"; en sorte 
que ce point 0 est un centre de symétrie, remplaçant le 
plan de symétrie, qui n'existe plus et ne peut plus exister. 

:5O0. Résumé. — Si Ton résume les conséquences 
déduites aux trois numéros précédents, on voit que, 
pour deux figures qui ont toutes leurs parties égales 
chacune à chacune , il existe : 

1°. Sur une droite , ou pour une dimension : un seul 
centre de symétrie ; 

2°. Sur un plan, ou pour deux dimensions : deux axes 
de symétrie, rectangulaires, et un centre d'égalité, placé 
à leur intersection ; 

3°. Dans l'espace , ou pour trois dimensions : trois 
plans de symétrie, rectangulaires, dont les intersections 
deux à deux sont trois axes d'égalité, et dont l'intersec- 
tion commune est un centre de symétrie. 

* 

307. Remarques. — Soit donc désignée par + ce une 
longueur, donnée en grandeur et en direction : si Ton 
en change le sens , on aura un résultat symétrique — a?. 

Soient + x et + y une longueur et une largeur , don- 
nant une surface + x\j : si Ton change le sens de Tune 
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des dimensions, on aura le résultat symétrique — xy ; 
et si Ton change le sens des deux dimensions , on aura 
le résultat égal + xy. 

Soient enfin + x,+y , +s, une longueur, une lar- 
geur et une hauteur, donnant un volume xyz ; si Ton 
change le sens d'une dimension, on aura le résultat 
symétrique — xyz ; si Ton change le sens de deux dimen- 
sions, le résultat égal + xyz; et si Ton change le sens 
des trois dimensions, le résultat symétrique — xyz. 

Les sens, direct et inverse, positif et négatif, n'exis- 
tent donc pas seulement pour les lignes , mais aussi pour 
les surfaces et pour les volumes ; et de même qu'il y a 
des lignes prises positivement et des lignes prises néga- 
tivement, de même aussi il faudra considérer des surfa- 
ces positives et des surfaces négatives, des volumes 
positifs et des volumes négatifs, non pas dans l'acception 
ordinaire de ces mots, mais avec la signification que 
leur donne ici la géométrie. 

Et, par exemple, deux droites auront des signes diffé- 
rents , si l'une conduit de A en B dans le sens direct et 
l'autre dans le sens inverse ; deux polygones auront des 
signes différents, si les mêmes côtés de leurs périmètres 
se suivent dans un ordre contraire ; deux polyèdres au- 
ront des signes différents, si leurs faces correspondantes 
sont disposées en sens inverses , ce qui entraîne la con- 
dition précédente de l'inversion des côtés pour deux faces 
correspondantes. 

Le changement de signe n'annonce donc pas , pour les 
surfaces et les volumes, un simple changement de posi- 
tion relativement à des centres , à des axes , à des plans , 
ce qui n'est qu'un caractère passager ; mais bien plutôt 
un changement de forme , ce qui est un caractère per- 
manent. Si, pour une droite, le changement ne peut 
consister qu'en un déplacement des extrémités , pour un 
polygone, ce sera un déplacement des côtés; pour un 
polyèdre, un déplacement des faces, entraînant le dé- 
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placement des côtés de chaque face. Avant tous ces 
changements dans Tordre de succession des mêmes par- 
ties de rétendue, deux lignes, deux surfaces, deux vo- 
lumes sont égaux et précédés des mêmes signes; après 
le changement de sens , ces lignes , ces surfaces et ces 
volumes sont symétriques et précédés de signes différents. 

Les signes qui précèdent deux figures symétriques se 
rapportent donc à la forme et non à l'étendue de ces 
figures. Ce ne sont pas des signes d'opérations contraires; 
et il en faut faire abstraction lorsqu'il s'agit de prendre 
la somme ou la différence des figures , considérées dans 
leur étendue seulement. Cette difficulté, qui se préseate 
en géométrie supérieure toutes les fois qu'il s'agit de 
calculer l'étendue d'une figure formée de deux parties 
symétriques , trouve donc ici une solution. 

308. Syoïétrie par retournement des faces. — 

Toute figure plane est symétrique d'elle-même , d'ane 
face à l'autre du plan. En effet, si l'on prend celui-ci 
pour un plan de symétrie (n° 305), et qu'on y trace 
une figure quelconque, on pourra considérer cette figare 
comme la base d'un prisme d'une hauteur infiniment 
petite, tant en dessus qu'en dessous du plan, prismes 
symétriques l'un de l'autre , et qui se réduiront à leur 
base par l'évanouissement de leur hauteur : donc cette 
base sera symétrique d'elle-même , sur l'endroit et sur 
l'envers. On voit ainsi que deux figures planes et symé- 
triques sont équivalentes , et superposables par le re- 
tournement de l'une d'elles. 

Soit maintenant un tétraèdre ABCD (fig. 177), posé 
par sa base ABC sur le plan de symétrie. Sa hauteur DP 
étant la perpendiculaire abaissée du sommet opposé D 
sur ce plan , si on la prolonge d'autant en D'P au-des- 
sous du plan , et qu'on joigne AD', BD', CD', le tétraèdre 
ABCD' sera symétrique de ABCD par construction. En- 
suite AD et AD' seront deux obliques égales, puisqu'elle 
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s'écartent également du pied P de la perpendiculaire AP 
sur DD'; de môme BD = BD', CD = CD'. Donc, si Ton 
fait tourner ABD autour de AB comme charnière, ce 
triangle viendra coïncider avec ABD'; de même , AGD avec 
ACD', et BCD avec BCD'; et, comme la même base ABC, 
sens dessus dessous , appartient aux deux tétraèdres , 
il en résulte que chacun a les faces de l'autre retournées. 
On voit en même temps qu'ils sont équivalents , puis- 
qu'ils ont des hauteurs égales et des bases équivalentes 
( ce qui sera d'ailleurs prouvé au n° 310, cas 6 et 9). 

Dans la fig. 178, la symétrie des deux tétraèdres est 
produite de part et d'autre du sommet commun D , pris 
pour centre de symétrie, et il est évident que chaque 
face , telle que ABD , de l'un , donne par retournement 
la face correspondante A' B' D de l'autre. 

Enfin tout polyèdre pouvant se diviser en tétraèdres , 
si l'on retourne les faces de tous ces tétraèdres, on aura 
leurs symétriques , dont l'ensemble donnera le polyèdre 
symétrique. 

Ce qui précède conduit aux deux lois suivantes : 
1°. Une figure plane ou à deux dimensions, étant re- 
tournée sens dessus dessous , donne sa symétrique ; et 
cela , parce que le retournement ne change que le signe 
d'une dimension , celui des largeurs par exemple si la 
figure fait une demi-révolution autour de l'axe des lon- 
gueurs. 

2°. Une figure dans l'espace ou à trois dimensions se 
change en sa symétrique si l'on renverse le sens d'une 
dimension seulement, celui des hauteurs par exemple , 
en retournant la surface comme un gant , les convexités 
devenantdes concavités et vice versa. Cette nouvelle figure 
restera toujours symétrique de la proposée, quel que soit 
l'axe autour duquel elle fasse une demi-révolution ; car 
si elle tourne sur l'axe des hauteurs , les longueurs et les 
largeurs changeant de signes , on aura en tout trois chan- 
gements, ce qui donne lieu à la symétrie ; si elle tourne 
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sur Taxe des largeurs, les longueurs devenant inverses 
et les hauteurs revenant directes , il n'y a qu'un chan- 
gement et par conséquent symétrie ; si enfin elle tourne 
sur Taxe des longueurs , les largeurs devenant inverses 
et les hauteurs directes, il n'y a non plus qu'un change- 
ment et toujours symétrie. 
^ C'est ainsi qu'un corps que l'on fait pirouetter autour 
d'un axe quelconque , ne peut jamais venir coïncider 
avec son symétrique parce que ce pirouettement chan- 
geant le signe de deux dimensions à la fois , laisse ce 
corps toujours égal à lui-même. 

309. Figures symétriques , tracées ou non sur 

la même surface. — Si une surface , étant retournée 
comme un gant , reste égale et superposable à elle- 
même , toute ligure et sa symétrique pourront être tra- 
, cées à la fois sur cette même surface; sinon, non. 
Car si, avant le retournement de la surface proposée, 
on y trace une figure quelconque , après le retourne- 
ment la figure symétrique aura même contour que la 
précédente, mais dans un ordre renversé. Il faudra donc 
que l'ordre direct et l'ordre renversé puissent convenir 
à la même surface. Or c'est précisément ce qui arrive 
pour les quatre surfaces, plane, cylindrique, conique et 
sphérique, dont s'occupe la géométrie élémentaire: 
comme ces surfaces se reproduisent égales et superpo- 
sables par le retournement , toute figure et sa symé- 
trique y sont possibles sur la même surface. 

Mais si une surface ne se reproduisait pas égale et 
superposable à elle-même par le retournement (comme 
la surface d'un tétraèdre quelconque), une figure tracée 
sur cette surface ne pourrait en général y avoir sa symé- 
trique , celle-ci devant être tracée sur la surface symé- 
trique de la proposée. 

H y a donc ambiguïté pour les figures tracées sur les 
surfaces symétriques d'elles-mêmes, lorsque > donnant 
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les parties nécessaires et suffisantes pour construire ces 
figures, on ne peut formuler Tordre de ces parties. Ainsi 
la symétrie revient sans cesse pour les triangles sphéri- 
ques et les trièdres correspondants , pour les polygones 
sphériques et les angles polyèdres qui résultent de leur 
assemblage. Toutes ces figures symétriques, considérées 
dans leur étendue, sont équivalentes, et cela peut se 
conclure aisément des principes posés ci-dessus ; mais 
lorsqu'il s'agit de la forme , l'ambiguïté subsiste et 
rendrait l'étude de ces figures aussi longue que fasti- 
dieuse, si, au lieu de faire cette distinction une fois pour 
toutes, on la reproduisait en chaque cas particulier. 

SBO. lieux figures symétriques sont équiva- 
lente*. — L'équivalence des figures symétriques , à une 
et à deux dimensions , se prouvant immédiatement par 
superposition après le retournement de l'une des figures, 
il ne reste plus h démontrer que l'équivalence des figures 
dans l'espace, relativement à un plan de symétrie. On y 
arrive, après la définition générale des figures symé- 
triques , en tirant, à l'aide des plus simples notions sur 
les lignes et les plans dans l'espace , les conséquences 
suivantes : 

Définition. Deux points symétriques par rapport à un 
plan sont sur une môme perpendiculaire à ce plan, et à 
distances égales de part et d'autre de ce plan. Et deux 
figures sont symétriques , si chaque point de l'une a son 
symétrique sur l'autre. D'où il résulte que 

Conséquences. — 1°. Deux droites sont symétriques et 
égales de longueur, si leurs extrémités sont symétriques 
chacune de chacune. 

2°. Deux angles sont symétriques et d'égale ouverture, 
s'ils sont compris entre des côtés symétriques chacun 
de chacun, auquel cas les sommets sont symétriques. 

3°. Deux plans passant chacun par trois points non en 
ligne droite, ou par une droite et un point extérieur, ou 
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par deux droites entre-croisées , symétriques chacun de 
chacun, sont symétriques et symétriquement inclinés 
sur le plan de symétrie. 

U°. Deux polygones symétriques sont équivalents , et 
leurs plans sont symétriques. Il en est de même de deux 
figures planes quelconques, symétriques Tune de l'autre. 

5°. Les angles dièdres formés par des plans symétri- 
ques chacun de chacun, sont symétriques et d'égale ou- 
verture; auquel cas leurs arêtes sont deux droites symé- 
triques. 

6°. Deux angles trièdres , formés par des plans symé- 
triques chacun de chacun sont symétriques et équiva- 
lents ; auquel cas leurs arêtes sont symétriques deux à 
deux, ainsi que leurs sommets. 

Pour démontrer l'équivalence de ces trièdres , on prend 
toutes leurs arêtes de même longueur , et on ferme ainsi 
chacun d'eux par un triangle servant de base. On pose 
ces deux bases Tune contre l'autre sur les deux faces du 
plan de symétrie (fig. 177). Alors les arêtes étant symé- 
triquement placées, la droite DD' qui joint les deux som- 
mets est perpendiculaire à ce plan de symétrie , et a son 
pied P également distant des trois sommets de la base 
commune (n° 18©). Ensuite trois plans menés par cette 
perpendiculaire et par les arêtes des trièdres (plans per- 
pendiculaires à la base) divisent chaque trièdre en trois 
parties qui peuvent coïncider, chacune à chacune , avec 
les trois parties de l'autre trièdre : d'où l'équivalence 
des deux trièdres proposés. — Si la perpendiculaire tom- 
bait sur l'un des côtés de la base , chaque trièdre n'au- 
rait plus que deux parties; et si elle tombait en dehors, 
chaque partie serait une différence entre deux autres, 
dont l'une extérieure au trièdre. 

7°. Deux triangles sphériques symétriques sont équi 
valents , comme décomposables en deux ou trois parties 
égales , de la même manière que les trièdres qui teur 
correspondent. 
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8°. Deux angles polyèdres , formés de trièdres symé- 
triques chacun de chacun , sont symétriques et équiva- 
lents. De même pour les polygones sphériques. 

9°, Deux tétraèdres, formés de faces symétriques 
chacune de chacune , sont symétriques et équivalents. 

10°. Deux polyèdres, formés de tétraèdres symétri- 
ques , sont symétriques et équivalents. 

11°. Deux figures quelconques, formées de parties, 
finies ou infiniment petites, symétriques chacune de 
chacune , sont symétriques et équivalentes. 

12°. Les semblables de deux figures symétriques sont 
inversement semblables, c'est-à-dire que les côtés et les 
faces homologues y suivent un ordre différent; mais les 
périmètres y sont comme ces côtés , les surfaces comme 
les carrés, et les volumes comme les cubes de ces 
mêmes côtés. 



CHAPITRE XXXV. 

DE L'ELLIPSE. 

311. Tracé de l'ellipse. — L'ellipse, vulgairement 
ovale, est une courbe plane ABA'B' (fig. 179) , telle, que 
la somme des distances de chacun de ses points M à 
deux points fixes F et F' nommés foyers, est une quan- 
tité constante. 

Pour construire cette courbe, il faut donc connaître la 
distance focaleFF', et la somme constante MF + MF' des 
distances d'un point M aux deux foyers. Afin de pouvoir 
prendre les moitiés sans fraction, on pose 

FF' = 2c, MF + MF" = 2 a. 

Et d'abord 2 a est nécessairement plus grand que 2 c, 
puisque, dans le triangle M FF', les deux côtés MF et 
MF' valent ensemble plus que le troisième FF'. 
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On prendra donc deux ouvertures de compas, ou 
rayons MF et MF', dont la somme fasse 2 a , avec les- 
quels et des points F et F' comme centres respectifs , on 
décrira deux arcs qui puissent se couper quelque part 
en M, et qui se couperont aussi en M'. Permutant les 
rayons et les centres , on tracera encore des arcs qui se 
coupent en N et N'. Après ces quatre points M, M', N, N' 
de l'ellipse , on en obtiendra quatre nouveaux en pre- 
nant deux autres rayons dont la somme fasse 2a, et 
ainsi de suite. 

Mais on n'obtiendra que deux points, B et B', dans le 
cas particulier où les deux rayons sont égaux, savoir 
BF = BF'=a, et B'F=B' F' = a. Ces deux points sont 
sur la perpendiculaire élevée à FF' par son milieu G. On 
n'aura, non plus, que deux points A et A', situés sur les 
projongements de FF', en employant deux rayons qui 
soient, l'un AF ou A'F' = a — g-, l'autre AF' ou A' F 
= a H- c ; car on a alors AC = AC = a , 

d'où AF + AF' = 2 a ; 

de même A' F' + A' F — 2 a : 

ce qui est le caractère de l'ellipse ; et de plus on voit 
que les distances AF et A' F' sont les plus petites possi- 
bles, et les distances AF', A' F, les plus grandes possibles. 

Quand on a ainsi marqué un nombre suffisamment 
grand de points appartenan t à l'ellipse , on fait passer un 
trait continu par tous ces points ; et l'ellipse qui en ré- 
sulte sera d'autant plus parfaite , que le nombre de ces 
points sera plus considérable et qu'on les aura détermi- 
nés avec plus de soin. 

On peut aussi tracer l'ellipse d'un mouvement continu, 
en attachant en F et F' les extrémités d'un fil ayant une 
longueur totale 2a; puis, faisant glisser une pointe tra- 
çante le long de ce fil, toujours également tendu. 
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31 S. Axes, sommets, rayons vecteurs.— On nomme 

rayon vecteur toute droite menée de l'un des foyers à un 
point de l'ellipse. Pour le foyer F, le plus petit rayon 
vecteur est AF=a — c, le plus grand est A'F = a+c, 
et le moyen BF ou B' F = a. 

Les points A et A', B et B', sont les quatre sommets de 
l'ellipse. La droite AA' qui joint les deux premiers, en 
passant par les foyers, est le grand axe de l'ellipse; la 
droite BB' qui joint les deux autres , est le petit axe. Ce 
sont deux axes de symétrie (n° SOI ) , et leur intersec- 
tion 0 est un centre d'égalité , que l'on nomme le centre 
de l'ellipse. On a , pour ces axes , les valeurs suivantes : 

AÀ' = 2AC=.2a, 

BB' = 2BC = 2 VBF 2 — CF 2 = 2 Va 1 — c\ 

En désignant le petit axe BB' par 2 b , on aura la rela- 
tion: &* = a 2 — c 2 , 

qui met en état de trouver l'une des trois quantités a, 
b, c, quand on connaît les deux autres. Si, par exemple, 
on donnait les deux demi-axes a et b, on décrirait, de 
l'extrémité B du petit axe comme centre , et avec un 
rayon BF=a, un arc coupant le grand axe enFeten F': 
ces deux points seraient les foyers, dont la distance re- 
présente l'inconnue 2 c. 

313. Tangente à une courbe quelconque. — On a 

vu (n° ! 16) que la tangente au cercle est une droite qui 
ne touche, qu'en un point la circonférence de ce cercle. 
Mais, quand il s'agit d'une courbe plus compliquée 
M'MNT (fig. 180), qui aurait des parties convexes et d'au- 
tres concaves, il pourrait se faire que la tangente MT 
menée au point M, qu'on nomme encore le point de tan* 
gence ou de contact, allât rencontrer la courbe en d'au- 
tres points , comme T , plus ou moins éloignés du pre- 
mier. Il pourrait même se faire que la tangente fût 
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sécante, de manière à toucher et à couper tout à la fois 
la courbe, comme la droite NS, menée par un point N 
qui sépare une partie convexe d'une partie concave. 

Il faut donc définir la tangente à une courbe, le pro- 
longement rectiligne de l'élément de cette courbe au point 
de contact. Autrement dit, la tangente indique la direc- 
tion de la courbe en ce point ; et Ton y arrive en menant 
d'abord , par le point donné M et par un autre point voi- 
sin M', l'un et l'autre sur la courbe, une sécante MM' qui, 
tournant autour de M, de manière à en rapprocher M', 
finit par coïncider avec la tangente MT alors que M' vient 
se confondre avec M. 

314. Caractère de la tangente a l'ellipse. — Re- 
marquons d'abord que, pour tout point m {fig. 179) 
extérieur à l'ellipse, la somme de ses deux distances aui 
foyers surpasse le grand axe 2 a ; car, si l'on prend sur 
la courbe un point M placé dans l'angle F m F, on aura 

MF •+- MF » 2a; 

et , comme des deux lignes brisées , FmF et FMF , la 
première , qui enveloppe la seconde , est la plus longue 
( n° 43 ) , on aura effectivement 

m¥ + mF >2a. 

On prouverait, de la même manière, que pour tout 
point intérieur à l'ellipse , comme n , on a 

nF + nF < 2a. 

Cela posé, s'il s'agit de la tangente IMT (fig. 181 ) me- 
née par un point M de l'ellipse, cette droite aura tous 
ses points I, T, etc., autres que M , extérieurs à la courte. 
De plus , on voit que l'élément de l'ellipse en M serait di- 
rigé perpendiculairement à MF si la courbe était décrite 
du foyer F comme centre , et perpendiculairement à MF 
si le centre était en F'. Alors , sollicité tout à la fois par 
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les rayons MF et MF', Je point M suivra une direction 
médiane , c'est-à-dire perpendiculaire à la droite MN qui 
divise l'angle FMF' en deux parties égales; en sorte que 
l'élément en M, prolongé, donnera une tangente IMT 
également inclinée sur les deux rayons vecteurs MF et 
MF', d'où 

angle TMF = angle IMF', 

et par suite, en prolongeant F f M en MD, 

angle TMF = angle TMD, 
et angle IMF = angle IMD. 

Cette prévision se trouve justifiée ; car si l'on prend 
MD = MF, en sorte que F'D = 2a, les triangles IMD, 
IMF seront égaux comme ayant des côtés égaux (IM 
commun et MD==MF) comprenant un angle égal : donc 
ID = IF. Et, puisque le triangle DIF' donne 

ID + IF'>F'D, 

en remplaçant ID par IF, et F'D par 2 a, on trouve 

IF + IF' > 2a, 

c'est-à-dire que le point I, aussi rapproché de M qu'on 
le voudra , est en dehors de l'ellipse. On trouverait de 
même que le point T, aussi près de M qu'on le voudra, 
est en dehors de l'ellipse. Donc la droite IMT, qui n'a 
que le point M commun avec l'ellipse, est bien une tan- 
gente à cette courbe. 

»f5. Mener une tangente a l'eltipse. — l a . Si le 

point M (fig. 181) par lequel on doit mener la tangente, 
est sur l'ellipse, on tirera les rayons vecteurs FM et F' M; 
et, prolongeant celui-ci en MD, on divisera l'angle DMF 
en deux parties égales par la droite MT, qui sera la tan- 
gente demandée. 

2°. Si le point par lequel on doit mener la tangente est 
en dehors de l'ellipse , en I par exemple ; de ce point 
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comme centre et d'un rayon IF, on décrit un arc de cer- 
cle ; du point F' comme centre et d'un rayon égal à la, 
on décrit un second arc , qui rencontre le premier en D 
et D'. Tirant DF et D' F', ces lignes couperont l'ellipse en 
M et M', qui seront deux points de contact, déterminant 
deux tangentes , DIT et IM'T'. Car on a, par construc- 
tion , 

MF' + MD = 2a, 

et, parla propriété fondamentale de l'ellipse, 

MF + MF' = 2a, 

d'où MD = MF. Puisque l'on a aussi par construction 
ID = IF, et que IM est commun aux triangles IMD, IMF, 
ceux-ci sont égaux, et la droite IMT coupe l'angle DMF 
en deux parties égales , ce qui est le caractère d'une tan- 
gente. On prouverait de même que IM' T' est une tan- 
gente. 

La droite MN perpendiculaire à la tangente IMT est ce 
qu'on nomme une normale à l'ellipse. En général, toute 
perpendiculaire menée à une tangente par son point de 
contact avec la courbe, est une normale à cette courbe. 

3f G. Remarques. — L'ellipse a une grande impor- 
tance en astronomie , car c'est la courbe que décrivent 
les planètes tournant autour du soleil , qui est placé à l'un 
des foyers F (fig. 179). La planète est dite au périhélie, 
quand elle arrive en A à sa plus petite distance du soleil ; 
à Yaphélie, en A', à sa plus grande distance; enfin, à sa 
moyenne distance , en B ou en B', aux extrémités du petit 
axe. Les ellipses ainsi décrites par les planètes sont, en 

général , peu allongées ; c'est-à-dire que le rapport - de 

la distance focale au grand axe, rapport qu'on nomme 
Y excentricité, est ordinairement une petite fraction. 

Les dimensions et la forme d'une ellipse dépendent 
des valeurs que l'on attribue à deux des quantités a, b, c. 

ï 
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On voit que la courbe s'allonge, ou que la distance fo- 
cale augmente, à mesure que a grandit relativement à b. 
Si, au contraire, on rapproche les valeurs de a et de 6 , 
l'ellipse s'arrondit, et devient circulaire quand a = 6; 
en sorte que le cercle peut être considéré comme une 
ellipse à deux axes égaux. 

Outre les moyens indiqués ci-dessus (n° »■!) pour tra- 
cer une ellipse, il en existe beaucoup d'autres, dont on 
ne peut parler ici. On obtient aussi des ellipses en cou- 
pant certaines surfaces par des plans menés dans cer- 
taines directions. On a vu (n° *T8) que les sections 
planes de la sphère sont toujours des cercles , ou ellipses 
à deux axes égaux. Le cylindre droit à base circulaire 
donne un cercle égal à cette base quand on le coupe 
perpendiculairement à l'axe (n° «51) ; mais si le plan 
coupant devient un peu oblique , la section est une el- 
lipse peu différente du cercle , ellipse qui s'allonge de 
plus en plus à mesure que le plan coupant s'approche 
plus d'être parallèle à l'axe. 

Reste à parler des sections planes du cône droit ou à 
base circulaire, dont on suppose la surface convexe pro- 
longée indéfiniment, de part et d'autre du sommet, de 
manière à former deux nappes opposées par le sommet 
1°. Si le plan coupant est perpendiculaire à l'axe , la sec- 
tion est circulaire; 2°. si le plan coupe, obliquement à 
Taxe, une nappe tout entière, la section est elliptique ; 
3°. si le plan est parallèle à Tune des arêtes du cône, la 
section qui se prolonge indéfiniment dans la même nappe 
est dite parabolique; 4°. enfin , si le plan coupe à la fois 
les deux nappes , la double section s'y prolonge sans lin, 
sous forme hyperbolique. En termes différents, les sec- 
tions planes et curvilignes du cône sont le cercle , l'el- 
lipse, la parabole et l'hyperbole; lesquelles se réduiront 
à trois si l'on considère le cercle comme un cas parti- 
culier de l'ellipse. Mais on va voir que la parabole elle- 
même n'est qu'une ellipse dont les deux foyers seraient 

40 
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séparés par une distance infinie; en sorte qu'il ne reste- 
rait que deux sections coniques tout à fait distinctes, sa- 
voir, l'ellipse, pour laquelle les distances de chaquè 
point à deux foyers forment toujours la même somme, 
et l'hyperbole , pour laquelle les distances de chaque 
point à deux foyers donnent toujours la même diffé- 
rence. 



CHAPITRE XXXVI. 

DE LA PARABOLE. 

3IT. Origine de la parabole* — Supposons que le 
foyer F (fig. 182) d'une ellipse et le sommet voisin A, 
restant fixes, l'autre foyer F' s'en éloigne indéfiniment le 
long du grand axe et dans la direction AA'. Pour un 
point quelconque M delà courbe, les rayons vecteurs 
seront MF et MF', celui-ci devenant parallèle à la droite 
AA' qu'il ne peut plus rencontrer. Or, si l'on prolonge 
MF' d'une quantité MQ = MF, et que par le point Q on 
mène sur AA' la perpendiculaire DOD', tout autre point 
M' de la courbe sera, comme M, autant éloigné du foyer 
F que de cette perpendiculaire , ou de manière qu'on ait 
M'F=M'Q\ Le sommet A étant dans la même condition 
donnera AF=AO; c'est-à-dire que ce sommet divise en 
deux parties égales la distance du foyer F à la perpendi- 
culaire DOD' : celle-ci a reçu le nom de directrice, et la 
courbe celui de parabole. 

La parabole est donc la limite des ellipses qui , offrant 
toutes la même distance AF de l'un des foyers au som- 
met voisin (distance qui représente le rayon vecteur mi- 
nimum), présentent des distances focales de plus en plus 
grandes*, jusqu'à l'infini, auquel cas le grand axe et le 
petit axe deviennent aussi infinis. 

Mais, écartant la considération de l'infini, on peut 

- 
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dire que la parabole est une courbe plane, dont chaque 
point se trouve à la même distance d'un point fixe nommé 
' foyer, et d'unedroite fixe nommée directrice. 

318. Tracé de la parabole. — Pour décrirè cette 
courbe par points, on mène, du foyer F (fig. 182), une 
perpendiculaire sur la directrice DD', perpendiculaire 
indéfinie OFX qui devient Y axe de la parabole; puis, 
prenant sur cet axe et à partir du point 0 comme ori- 
gine, une certaine distance OP = QM , on élève sur OX 
la perpendiculaire MPN , coupée en M et en N par Tare 
décrit de F comme centre avec un rayon FM = OP : ces 
deux points M et N, et tous autres obtenus de même, 
appartiennent à la parabole, et sont symétriques relati- 
vement à OX, qui est donc un axe de symétrie (n 0 3O4). 

Pour décrire la parabole d'un mouvement continu, on 
fixe, à l'extrémité S d'une équerre TRS très-allongée, le 
bout d'un fil dont l'autre bout est attaché au foyer F, la 
longueur de ce fil étant RS; puis, le fil toujours tendu, 
on fait glisser le côté TR le long de la directrice et dans 
le sens D'O, tout en appuyant le fil contre l'équerre à 
l'aide d'une pointe traçante. Arrivée en N, par exemple, 
la pointe tiendra une portion SN du fil appuyée contre 
l'équerre, de manière que la portion restante NF sera 
égale à NR , ce qui est le caractère d'un point N de la 
parabole. Quand on aura ainsi tracé la branche NA de 
celte courbe, on retournera l'équerre pour tracer la 
branche symétrique MA. 

319* Axe, sommet, rayon vecteur. — Vaxe OX 

de la parabole n'est plus , comme le grand axe de l'ellipse 
qu'il remplace, une droite finie, mais une droite illimi- 
tée dans le sens OX, ayant son origine, non plus au 
sommet A , mais en 0 sur la directrice elle-même : ce 
n'est donc qu'un axe de symétrie , comme il vient d'être 
dit (n° 3IS) ; et on le détermine de position en abais- 
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sant du foyer F une perpendiculaire sur la directrice DD', 
ce foyer et cette directrice étant les données nécessaires 
et suffisantes pour tracer la parabole. 

Le point A de jonction des deux branches symétri- 
ques, sur Taxe OX, est équidistant de 0 et de F, et se 
nomme le sommet de la parabole. Cette courbe étant illi- 
mitée, tant en dessus qu'en dessous de Taxe et dans le 
sens OX , il en résulte la disparition des trois autres 
sommets qui se trouvent ainsi reportés à l'infini. 

Toute droite MF menée du foyer à l'un des points de la 
parabole , est un rayon vecteur. Le plus court est AF, 
mené au sommet; lès autres grandissent indéfiniment, 
à mesure que Ton considère des points de plus en plus 
éloignés de ce sommet. 

3£0. Caractère de la tangente à la parabole* — 

Remarquons d'abord que , de tous les points m , M , n 
(fig. 182) placés sur une môme perpendiculaire à Taxe 
OX, le seul point M, appartenant à la parabole , est éga- 
lement éloigné du foyer et de la directrice , les points 
tels que m, en dehors de la courbe, donnant 

mF > MF ou MQ ou mQ', 

et les points tels que n, en dedans de la courbe, don- 
nant au contraire nF < MF. 

Cela posé , et raisonnant comme pour l'ellipse 
(n°3M), on voit que la tangente IMT {fig. 183) menée 
par un point M de la parabole , doit suivre une direction 
médiane à celles que lui feraient prendre les rayons MF 
et MF', si chacun de ceux-ci entraînait seul le point M; 
c'est-à-dire que cette tangente sera perpendiculaire à la 
droite MN qui divise en deux parties égales l'angle FMF", 
en sorte qu'elle sera également inclinée sur le rayon 
vecteur MF et sur la parallèle MF' à Taxe : d'où angle 
TMF = angle IMF', puis MF = ME, IE = IF. 

En effet, tout point de IMT, autre que M , se trouvera 
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en dehors de la parabole ; car, si du point I, par exem- 
ple, on mène IG perpendiculaire à la directrice, on 
aura IE ou IF > IG, ce qui indique que le point I est 
extérieur à la courbe. 

3*1. Mener une tangente à la parabole. — 1°. S'il 
s'agit de mener la tangente par un point M (fig. 183) de 
la parabole, on conduira la parallèle EMF' à Taxe, et 
l'on divisera l'angle EMF en deux parties égales par la 
droite IMT, qui sera la tangente demandée. 

2°. S'il s'agit de mener la tangente par un point I ex- 
térieur à la parabole, de ce point comme centre et avec 
un rayon égal à IF, on décrira un arc de cercle , coupant 
la directrice en deux points E et E', desquels on tirera 
les parallèles à l'axe, EM et E' M' : leurs points de ren- 
contre avec la courbe, M et M\ seront deux points de 
tangence, d'où les tangentes IMT, HT T. En effet, les 
triangles IME , IMF sont égaux comme ayant les côtés 
égaux chacun à chacun , d'où angle IME = angle IMF, et 
par suite angle TME= angle TMF, ce qui est le caractère 
d'une tangente; on voit de môme que IMT est tangente. 

32£. Cordes perpendiculaires à Taxe. — Ne con- 
sidérons que la moitié MP (fig. 182) d'une corde MPN 
perpendiculaire à l'axe de la parabole. On aura , pour 
calculer sa valeur , 

MP* = MF 2 -FP* = (MF + FP) (MF — FP); 
mais MF + FP = OP + FP = 2 AP, 
et MF — FP = OP — FP = 0 F, 

d'où, en substituant, 

MP 2 = 2AP x OF; 

mais OF élant invariable, il s'ensuit que Le carré de la 
demi-corde MP croît comme sa distance AP au sommet A. 
Et si l'on prend une autre demi-corde M' P\ aussi per- 
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pendiculaire à Taxe , on aura de même 

M'P'* = 2AP' x OF, 
d'où, en prenant les rapports et simplifiant, 

MP 2 _ AP 

M'P' 2 — AP' ' 

c'est-à-dire que Les carrés des demi-cordes (ou des cor- 
des entières) sont proportionnels à leurs distances au 
sommet, 

La corde BC qui passe par le foyer, perpendiculaire- 
ment à Taxe , a reçu le nom de paramètre. Sa moitié BF 
étant égale à OF , on a BG = 2 OF, et par suite 

MP 2 = AP x BG, 

c'est-à-dire que Le carré d'une demi-corde MP est égal 
au produit de sa distance au sommet par le paramètre. 

Sous - tangente à la parabole. — Si MT 

(fig. 183) est une tangente à la parabole et M le point 
de contact, on nomme sous-tangente en ce point la dis- 
tance TP du point T où la tangente coupe l'axe, au pied 
P de la perpendiculaire MP abaissée sur le même axe. 
Or, on démontre que La sous-tangente est coupée en deux 
parties égales par le sommet, tellement qu'on a AT = AP. 
En effet, la tangente MT étant également inclinée sur 
l'axe et sur le rayon vecteur, le triangle FMT est isocèle 
et donne 

FT = FM ou EM ou OP; 

retranchant d'une part AF, et d'autre part son égal AO, 

on a FT — AF = OP — AO, 

ou AT = AP, 

ce qu'il fallait démontrer. 

3£4L Sous-normale à la parabole. — Si MT (fig. 183) 

est une tangente à la parabole, la perpendiculaire MN 
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élevée à cette tangente par le point de contact M, sera la 
normale en ce point ( n° 315 ). Soit T la rencontre de la 
tangente avec Taxe: le triangle MNT, rectangle en M, 
donnera ( n° OO ) 

MP 2 = TP x NP, 

MP étant la perpendiculaire abaissée du sommet de 
l'angle droit sur l'hypoténuse. Mais on a (n° 399), 
MP 2 = 2AP x OF, et (n°3S3) TP = 2AP, d'où, en 
substituant, 

2AP x OF = 2AP x NP, 
et réduisant , OF = NP , 

la distance OF du foyer à la directrice étant le demi- 
paramètre (n° 3$£), et NP étant ce qu'on nomme la 
sous-normale, il s'ensuit que La sous-normale est cons- 
tante et égale au demi-paramètre. 

S$5. Remarque. — La propriété qu'a la tangente 
d'être également inclinée sur le rayon vecteur et sur la 
parallèle à l'axe , est mise à profit pour la réflexion des 
rayons calorifiques et des rayons lumineux. Car, si Ton 
donne la forme parabolique à une surface métallique 
suffisamment polie , tous les rayons de chaleur ou de 
lumière qui, provenant d'un objet très-éloigné , tombe- 
ront sur ce miroir parallèlement à l'axe , comme F' M 
(fîg. 183), sont susceptibles d'être réfléchis vers le 
point F , en vertu de cette loi physique que l'angle de 
réflexion TMF est égal à l'angle AHncidence IMF'. Cette 
concentration des rayons au point F justifie le nom de 
foyer qu'il a reçu. 

Réciproquement, si l'on accumule au point F de la cha- 
leur ou de la lumière , les rayons qui en émanent , ve- 
nant à tomber sur le miroir parabolique , en sont réfléchis 
dans des directions parallèles à Taxe; ce qui retarde, 
sinon empêche, la divergence subite, Féparpillement et 



Digitized by G 



22* 



DE L'HÉLICE. 



l'affaiblissement de ces rayons , reçus à de grandes dis- 
tances. 

Dans le système solaire , les comètes en général décri- 
vent autour du soleil, placé au foyer, des ellipses telle- 
ment allongées, qu'on peut les calculer, sans erreur 
sensible, en les supposant paraboliques, au moins dans 
la partie voisine du périhélie , alors que ces astres sont 
visibles pour nous. 



CHAPITRE XXXVII. 

DE L'HÉLICE. 

89G. Génération de l'hélice. — Soit un triangle 
ABC (fig. 184 ) , rectangle en G , que Ton enroule sur la 
surface convexe d'un cylindre droit à base circulaire 
DEFG, et de telle manière qu'un côté AG de l'angle droit 
vienne se ployer le long de la circonférence de la base. 
Dans ce mouvement , les parallèles au second côté BC 
de l'angle droit , appartenant au triangle , s'appliquent 
successivement contre autant d'arétes du cylindre, et 
l'hypoténuse AB prend la forme d'une courbe A' NMPB', 
nommée hélice, dont le commencement A' correspond 
au point A , et la fin B' au point B. 

Dans le cas où AC aurait même longueur que la cir- 
conférence de la base EF du cylindre, les points extrê- 
mes de l'hélice, A' et B', se trouveraient sur la même 
arête de ce cylindre ; leur distance A' B', égale à BC, se- 
rait ce qu'on nomme le pas de l'hélice, cette courbe 
n'ayant ainsi qu'un tour ou qu'une spire. 

Or, rien n'empêche de doubler , de tripler, etc., les 
trois côtés du triangle ABC ( ce qui conserve l'inclinaison 
de l'hypoténuse, ou l'angle BAC), de manière à obtenir, 
par enroulement sur le cylindre , une hélice à deux, à 
trois , etc. , spires , ayant toutes le même pas , BC ou A' ff. 
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On peut aussi produire toutes ces spires d'un seul 
coup, et non successivement, en conservant le triangle 
ABC pour la première spire , puis élevant l'hypoténuse 
AB parallèlement à elle-même , d'une quantité BG pour 
la seconde spire , du double de BG pour la troisième 
spire , et ainsi de suite : par l'enroulement sur le cylin- 
dre, les spires ainsi produites se trouveront placées bout 
à bout, comme dans le cas de l'enroulement successif. 

327. Hélices symétriques. — Il est clair qu'on peut 
enrouler le môme triangle sur le même cylindre , soit 
dans un sens, soit dans l'autre ; c'est-à-dire en plaçant 
à l'extérieur l'une ou l'autre des faces du triangle : les 
deux hélices qui en résultent sont symétriques par rap- 
port au plan mené suivant Taxe du cylindre et Tinter- 
section commune A. 

Sur la face de ce cylindre tournée vers le spectateur, 
Tune de ces hélices , désignée par le mot dextrorsum , 
monte en tournant de la gauche vers la droite ; l'autre, 
sinistrorsum , monte en tournant de la droite vers la 
gauche. Ainsi les tire-bouchons et toutes les vis que l'on 
emploie dans les arts , sont du genre dextrorsum. 

Lorsqu'on retourne bout pour bout le cylindre, qui 
porte une hélice , la courbe , en cette nouvelle position , 
tourne dans le même sens qu'en premier lieu. Autrement 
dit , aucun retournement ne peut changer une hélice 
dextrorsum en une hélice sinistrorsum , ni vice versâ. 
II faut, pour cela, retourner la surface du cylindre 
comme un gant 

3*». Tangente à l'hélice. — L'hélice n'est pas 
une courbe plane , mais une courbe à double courbure, 
qui résulte du double mouvement d'un point, lequel 
tourne autour du cylindre tout en avançant le long des 
arêtes, ces deux composantes du mouvement étant 
proportionnelles. Mais si l'on développe la surface du 

40. 
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cylindre sur un plan ( n° «541 ) , l'hélice que porte ce 
cylindre se développera en une ligne droite , qui n'est 
autre que l'hypoténuse du triangle rectangle , préalable- 
ment enroulé sur le cylindre. 

Alors il est évident que les arêtes du cylindre, bc y 
b'c\ etc., toutes couchées parallèlement à elles-mêmes 
sur le plan , sont coupées par le développement rectili- 
gne de l'hélice, AB, sous des angles égaux comme cor- 
respondants. Et , si l'on restitue à la surface cylindrique 
sa forme convexe , il est également évident que l'hélice 
coupera encore chaque arête sous le même angle qu'au- 
paravant , BAC. Ainsi , En un point quelconque H , la 
tangente à l'hélice fait avec l'arête menée par ce point un 
angle constant, et cette tangente est située dans le plan 
tangent au cylindre , mené par la même arête. 

On arrive encore à cette conclusion en supposant que 
le plan du triangle ABC, générateur de l'hélice, se dé- 
double par l'enroulement; de telle manière que sa face 
postérieure s'applique sur le cylindre , tandis que sa face 
antérieure reste plane. L'hypoténuse de la première face 
devient l'hélice , et l'hypoténuse de la seconde face est 
sa tangente , au point même où le dédoublement s'opère 
ou va s'opérer. Dans ce mouvement , l'hypotén use-tan- 
gente frotte par son extrémité inférieure A , sur le plan 
de la base du cylindre , circonstance qui va nous mettre 
en état de trouver les projections de cette tangente. 

899. Projections de l'hélice et de sa tangente.— 

Projetons l'hélice et sa tangente sur le plan de la base 
du cylindre , et sur le plan tangent au cylindre , mené 
par l'origine A' de l'hélice. Le premier de ces plans de 
projection étant supposé horizontal, le second sera ver- 
tical. 

Et d'abord il est évident que la projection horizontale 
de l'hélice se confond avec la circonférence de la base 
du cylindre , dont le centre est 0 et le rayon OA'. 
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La projection verticale s'obtient par la construction 
suivante : on fait le côté AC du triangle générateur égal 
de longueur à la circonférence OA'; on divise ce côté, 
ainsi que la circonférence, en un môme nombre de par- 
ties égales et correspondantes ; par les points de divi- 
sion de AC , on élève des perpendiculaires à AC (ou des 
parallèles à BC ) , terminées à l'hypoténuse AB ; par les 
points de division de la circonférence OA', on mène des 
perpendiculaires indéfinies sur AC. 

L'enroulement de ABC sur le cylindre étant effectué et 
le point A en A', la première parallèle à BC s'applique sur 
l'arétc menée par la première division de la circonfé- 
rence; la seconde parallèle à BC tombe sur l'arôte menée 
par la seconde division de la circonférence , et ainsi de 
suite. On pourra donc marquer l'hélice , point par point, 
sur les arêtes du cylindre , et les projections des points 
de l'hélice sur les projections des arêtes. Ainsi, par 
exemple , au troisième point M' des divisions de la cir- 
conférence correspondra un point de l'hélice élevé au- 
dessus du premier d'une quantité mM égale à la troi- 
sième parallèle à BC, comptée de A versC. La projection 
horizontale de ce point de l'hélice est donc M', et M sa 
projection verticale. 

Si , par ce point de l'hélice , on mène une tangente, 
son point de contact aura pour projections M et M'; et, 
comme cette droite doit se trouver dans un plan tangent 
au cylindre, sa projection horizontale sera la tangente 
M' T' menée à la circonférence par le point M'. Enfin, 
la tangente à l'hélice percera le plan horizontal au point 
T, distant de M' d'une quantité égale à trois divisions 
de AC ; en sorte que M' T' sera , en direction et en gran- 
deur, la projection horizontale de la tangente. Menant 
T' T perpendiculairement à AC, on aura MT pour la pro- 
jection verticale de la tangente , aussi en grandeur et en 
direction. 
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CHAPITRE XXXVIII. 

DE LA RECTIFICATION DES LIGNES. 

330. «édification. — C'est l'opération par laquelle 
on détermine une droite de môme longueur qu'une ligne 
proposée , brisée ou courbe. 

On a eu , au n° 1G, un exemple de la rectification des 
lignes brisées en général ; et, au Chapitre xx, plusieurs 
cas de rectification des contours polygonaux : cette opé- 
ration est des plus simples. 

Mais iî n'en est pas de même de la rectification des 
lignes courbes : ainsi , la longueur de la circonférence ne 
peut être obtenue qu'approximativement , à la suite de 
calculs assez laborieux. 

Pendant longtemps les géomètres ont admis , comme 
évident, qu'une ligne courbe, dont le caractère est de 
changer sans cesse de direction , ne pouvait être com- 
mensurable avec aucune des lignes droites que l'on peut 
y insérer, puisque les droites ont des directions cons- 
tantes. 

Mais, plus tard, on a pu rectifier quelques lignes 
courbes. Il est vrai que le tracé de ces lignes exigerait 
la connaissance de rapports non assignables en toute 
rigueur ; en sorte que la difficulté n'a fait que changer 
de place. 

On est donc obligé de se borner à de simples approxi- 
mations dans la rectification des lignes courbes ; appro- 
ximations , il est vrai , sans limites , quand on peut les 
poursuivre à l'aide du calcul , mais qui échappent bien 
vite à nos sens lorsque nous procédons à la mesure ef- 
fective des longueurs. Le mieux est de recourir à des 
moyens graphiques qui découlent de certains caractères 
généraux des lignes courbes. 
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331* Différence entre an très- petit are et sa 
corde. — Supposons qu'en doublant continuellement le 
nombre des côtés d'un polygone régulier, inscrit dais la 
circonférence dont le rayon est OA = r (fig. 1*1) , on 
soit arrivé à de très-petits arcs , tel que AGB = a, dont 
la corde est AB = c ; et que , par une bissection ulté- 
rieure, les arcs AC, CB se confondent sensiblement avec 
leurs cordes. On aura , par les propriétés du triangle 
rectangle , 

AC* = CD x CE, AC 1 = AD 1 + CD 1 . 

Tirant , de la première égalité , la valeur de CD , pour la 
substituer dans la seconde , on trouve 



AT 4 



2 » 



1 1 

mais CE = 2 r, AD = - AB = - c, et hy pothétiquement 

1 

corde AC = arc AC = - a; d'où 

» 

ou bien, en multipliant par k , 

ou encore (n*129), 

c'est-à-dire , sous une autre forme , 

[ 2 a-(a-c)] (a-c) = l£. 

Faisant les produits indiqués au premier membre , on a 

îa(a-c)-(a- c )* = p£ 
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Or, la différence a — c (entre un petit arc et sa corde) 
étant très-petite, le carré de celte différence pourra être 
négligé comparativement ; et il restera 



qui se réduit à 



2a(a-c) = - Fî , 



1 a\ 



c'est-à-dire que La différence entre un arc très-petit et 
sa corde est proportionnelle à la troisième puissance de 
cet arc. 

Pour un autre arc très-petit a\ dont la corde est c\ il 
viendrait de même 

1 a' 1 

a — c = „. 

32 r 1 

Divisant ces deux dernières égalités , membre à mem- 
bre , on obtiendra 

a* — c' _ a^_ 
a — c a 1 

Si, par exemple, a 9 était moitié de a, la différence 
( a 9 — c') serait 8 fois moindre que (a — c). 

33*3. Excès de la circonférence sur un périmètre 
polygonal inscrit d'un très-grand nombre de côtés. 

— Supposons maintenant qu'au précédent numéro , la 
circonférence ( désignée par C ) contienne n fois le petit 
arc a , et n' fois le petit arc a 1 : on aura 

G = na et C = n'a\ 

Nommons P et P' les périmètres des polygones respecti- 
vement formés par les n cordes c et par les n f cordes c* ; 
et nous aurons 

P = nc et F = nV. 
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En retranchant membre à membre , on a 

C — P = n (a — c) et C — P' = n' ( a' — c' ) ; 

puis , par la division , 

C — F = r± a' — c' 
O — P n ' a — c # 

Mais, à cause du résultat final du numéro précédent, 

C — P' _ n[ 

C — P ~ n - a 5 ' 

Substituant pour n et n' leurs valeurs déduites des deux 
premières égalités ci-dessus, et réduisant, on obtient 
enfin 



c'est-à-dire que Les différences entre la circonférence et 
les périmètres des polygones inscrits ( à grand nombre de 
côtés ) sont proportionnelles aux carrés des arcs sous- 
tendus par les côtés de ces polygones. 



333. Valeur approximative de la circonférence, 
déduite de deux contour» polygonaux. — Si l'on 

suppose que les arcs a' soient les moitiés des arcs a , la 
formule finale du numéro précédent deviendra 



formule remarquable qui nous apprend que La circon- 
férence est sensiblement égale à un contour polygonal 
inscrit (d'un grand nombre de côtés), augmenté du tiers 
de son excès sur le contour polygonal inscrit qui a deux 
fois moins de côtés. 



C — F 
G — P 
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Comme application de cette formule , prenons (n°187) 
dans le cercle ayant l'unité pour rayon : 

Polygone. Périmètre. 

de 128 Côtés 3,1412772 

de 64 côtés 3,1403311 

différence 0,0009461 

le tiers 0,0003154 

ajouté à 3,1412772 

. donne C = 3,1415926 

pour la valeur de la circonférence jusqu'à sept déci- 
males. 

Le même calcul fait sur les polygones de 4 et de 8 cô- 
tés, donne 3,139.,., résultat dont Terreur n'est pas 
d'un millième de C. En termes plus explicites, Terreur 
est de moins d'un millimètre sur une circonférence égale 
à un mètre. 

33 1. Remarques. — Supposons, au numéro précé- 
dent, la circonférence G remplacée par Tune de ses par- 
ties ou par un arc c; les polygones P et P', par des li- 
gnes brisées régulières inscrites , p et p' , ayant mêmes 
extrémités quec, et la première deux fois moins de côtés 
que la seconde : on aura encore , approximativement , 

o = p' + \{p'—p). 

Et si, au lieu de lignes brisées régulières, on inscrit 
des lignes brisées irrégulières , mais avec la condition 
que chaque côté de Tune corresponde à deux côtés égaux 
de l'autre , on aura encore la même relation que ci-des- 
sus, puisque la condition nécessaire étant remplie pour 
le détail, le sera aussi pour Tcnscmble. 
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335. Des raccordements. — Deux arcs de cercle 
décrits de rayons différents étant mis à la suite l'un de 
l'autre, sont dits raccordés si les tangentes menées res- 
pectivement à ces arcs par leur point de jonction , se 
confondent en une seule et même tangente. 

On raccorde de même deux arcs ou portions de cour- 
bes quelconques, en faisant coïncider les tangentes me- 
nées à ces arcs par leur point de raccord. 

Dans le cas où les deux arcs raccordés se changeraient 
en deux portions de ligne droite, celles-ci ne formeraient 
plus qu'une seule ligne droite égale à leur somme. Au- 
trement dit, une ligne brisée se change en une ligne 
droite par le raccordement de ses côtés : alors ce rac- 
cordement n'est pas autre chose que la rectification de 
la ligne brisée. 

Mais le raccordement de plusieurs arcs de lignes 
courbes donne une espèce de ligne courbe qui change 
brusquement de nature à chaque point de jonction. On 
atténue ce défaut en diminuant les longueurs des arcs 
ainsi raccordés; et à la limite du décroissement , tous 
ces arcs infiniment petits composent une courbe régu- 
lière, c'est-à-dire une courbe dont les éléments se mo- 
difient, de proche en proche, d'une manière insensible. 

Réciproquement, toute ligne courbe régulière peut 
être considérée comme formée par le raccordement 
d'arcs infiniment petits et de natures diverses; mais on 
peut aussi supposer que ces arcs élémentaires appar- 
tiennent tous à des cercles , ou tous à des paraboles, etc. 

Pour plus de simplicité, on admet que toute ligne 
courbe provient du raccordement d'une infinité d'arcs 
circulaires, infiniment petits et de rayons variables d'un 
point à un autre de la courbe ; rayons qu'on a nommés 
les rayons de courbure de la ligne propos'ée, en chacun 
de ses points. 

Les raccordements se faisant sur un seul et même 
plan, il en résulte une courbe plane. Mais, si ce plao 
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vient à tourner, infiniment peu, autour de la tangente 
menée en chaque point de raccord , le raccordement se 
fait dans l'espace, et alors on obtient une ligne à double 
courbure. Dans ce cas est l'hélice, qui fait l'objet du 
chapitre précédent. 

Mais, dans l'un et l'autre cas, le moyen de rectifica- 
tion que nous allons indiquer est toujours applicable. 

- 

3£S$*. Rectification des courbes en général. — 

Supposons d'abord une courbe formée d'arcs circulaires 
raccordés entre eux. Ces arcs , désignés par a, a', a", . . . 
et décrits de rayons différents r, r\ r", . . . sont supposés 
de longueurs et d'amplitudes quelconques. 

On partagera l'arc a en 2 n parties à peu près égales , 
l'arc a' en 2 n' parties égales, et ainsi de suite; puis, on 
mènera des cordes, l°par les points de division successifs ; 
2° de deux en deux points de division. On aura, de cette 
manière, inscrit à la courbe totale, dont la longueur 
est désignée par G , 1° une ligne brisée de (n + n'+ . . . ) 
côtés ; 2° une ligne brisée , de 2 ( n + n' + . . . ) côtés. 
Désignant la longueur de la première par P, et celle de 
la seconde par P', on aura donc (n rs 333 et 334 ) 

G = F + |(P'-P) 

pour la longueur approximative de la courbe C. 

Maintenant, supposons que l'arc a, tout en conservant 
sa longueur absolue et son amplitude ou sa courbure 
totale, soit transformé en une série d'arcs infiniment 
petits (n° 33J) , variant d'une façon régulière pour re- 
joindre l'arc a', qui sera changé de même pour passer 
graduellement à l'arc a", lequel sera transformé de même, 
et ainsi de suite : la courbe deviendra régulière de l'une 
à l'autre de ses extrémités , sans que sa longueur en soit 
changée. Quant aux lignes brisées inscrites , elles n'au- 
ront pas varié sensiblement, et pourront encore servir à 
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la rectification de la courbe , au moyen de la relation ci- 
dessus. 

Donc, Pour rectifier une courbe quelconque, entre ses 
extrémités on inscrira deux lignes brisées , l'une ayant 
deux fois plus de côtés que Vautre; et, à la plus longue, 
on ajoutera le tiers de son excès sur Vautre : le résultat 
exprimera la longueur de la courbe , avec une approxi- 
mation d'autant plus grande que les côtés des lignes bri* 
sées seront plus nombreux. 

837. fifièglcs pratiques. — Dans la pratique on mo- 
difie un peu, suivant les cas , la règle donnée ci-dessus, 
en procédant de la manière suivante : 

1°. Étant donnée une courbe quelconque, à partir 
d'une de ses extrémités on portera tout le long de cette 
courbe une ouverture de compas arbitraire : admettons 
qu'elle y soit comprise 6 fois. Sur une droite indéfinie , 
on portera la môme ouverture le même nombre de fois: 
soit 435 millimètres la longueur ainsi obtenue. Avec une 
autre ouverture de compas, choisie telle qu'elle puisse 
être portée 12 fois le long de la courbe, on obtiendra, je 
suppose, 456 millimètres en portant ces 12 ouvertures 
de compas sur la droite ; la longueur de la courbe sera 

456 + i (456 - 435) = 463. 

2°. Si les deux ouvertures de compas , ainsi portées 
sur la courbe, laissaient des restes, on ajouterait ceux- 
ci aux longueurs respectives portées sur la droite ; 

3°. Si, sur cette droite (comme axe), on porte les ou- 
vertures de compas à partir d'un même point (servant 
d'origine) y on aura immédiatement, vers l'autre bout 
de l'axe, la différence des deux longueurs totales; diffé- 
rence dont on prendra le tiers pour l'ajouter à la plus 
grande, qui alors représentera la courbe rectifiée, indé- 
pendamment de toute unité de mesure. 
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h°. Il est bien entendu que si la courbe changeait 
brusquement de direction en certains points, on évalue- 
rait séparément chacune de ses branches ou portions 
régulières. 

5°. On prendra des ouvertures de compas plus petites 
ou plus grandes, suivant que la courbe sera plus ou 
moins courbée. Il sera même avantageux , dans certains 
cas , de fractionner la courbe si elle offrait des parties 
très-inégalement courbées. Ainsi, étant proposée une 
ellipse fort allongée , on rectifierait séparément les por- 
tions qui avoisinent les sommets du petit axe (où la 
courbure est faible), et les portions qui sont situées vers 
les sommets du grand axe (où la courbure est forte). 

338. Slegré d'approximation. — Pour juger, en 

chaque cas, du degré d'approximation que comporte la 
méthode de rectification ici proposée, après avoir fait 
usage de lignes brisées à lx et à 8 côtés par exemple , on 
emploiera des lignes brisées à 8 et à 16 côtés, et Ton 
regardera comme exacts les chiffres qui reviendront les 
mêmes dans les deux résultats. 

Sachant d'ailleurs que tous ces résultats pèchent par 
défaut, on forcera en général le dernier des chiffres con- 
servés. 

Au reste , voici l'approximation que donne la méthode 
pour une courbe fermée : 1° par l'emploi des polygo- 
nes inscrits de 6 et de 12 côtés, on obtient quatre chif- 
fres exacts, ce qui est la plus grande précision qu'on 
puisse atteindre dans les opérations géodésiques; 2° avec 
les polygones de 3 et de 6 côtés , l'erreur ne tombe que 
sur les millièmes , et l'on ne peut obtenir ce degré d'ap- 
proximation dans aucune opération graphique. 

Quand la courbe ne rentre pas sur elle-même, les li- 
gnes brisées doivent avoir des nombres de côtés propor- 
tionnés à la courbure totale, mesurée par l'angle que 
font entre elles les tangentes menées aux deux extrémités 
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de la courbe. Cet angle est, en général, inférieur à 
k droits; mais il peut acquérir une valeur indéfinie pour 
certaines courbes , telles que les spirales et les hélices 
(n° 8SG). 

Par exemple, si la courbure totale de la courbe était 
environ celle d'une demi- circonférence ( ce qui est le cas 
des voûtes ), il suffirait de mesurer la distance des extré- 
mités de la courbe , puis deux cordes à peu près égales 
partant d'un môme point pour aboutir à ces extrémités. 
Soient 50 et 62 les deux résultats : la longueur de la 
courbe serait 66 , sans erreur d'une unité. 



339. Quadrature. — On nomme quadrature Topé- 
ration par laquelle on détermine un carré équivalent à 
une surface proposée , plane , polyédrique , ou courbe. 

Ainsi le fameux problème ;de la quadrature du cercle 
consiste à trouver un carré équivalent à un cercle donné. 
On n'en peut avoir que des solutions approximatives. 

On peut faire , sur la quadrature des surfaces , des 
remarques analogues à celles que nous avons présentées 
au n° 330 , sur la rectification des lignes. Il suffira d'a- 
jouter ici que la quadrature est censée faite, quand on 
a exprimé une surface par un certain nombre de carrés 
de l'unité linéaire; car il ne reste plus qu'à prendre la 
racine carrée de ce nombre, pour avoir le côté du carré 
demandé. 



34 O» Expression d'un très -petit segment de 
eerele. — En désignant toujours par a un très-petit arc 
ACB (fig. 121), par c sa corde AB, et par r le rayon Oâ 
du cercle , on tire de la formule du n° 331 , qui donne 
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la différence entre l'arc et la corde , 

1 a 1 

Or on a, triangle AOB = ^ AB x OD, ou bien , en dési- 
gnant ce triangle par t , et mettant pour AB et OD leurs 
valeurs , 



Élevant chaque membre au carré , puis remplaçant c par 
sa valeur ci-dessus , et faisant les produits indiqués en 
ne conservant que les puissances deuxième et quatrième 
de a , on obtient 

4 a 64 a f 

mais le premier; terme du second membre exprime le 
carré de Taire du secteur AOBG : en désignant ce secteur 
par s , on a donc 

p — s* H a * 

64 » 

5 

ou s 5 — t l = — a\ 

64 

En faisant subir à cette expression le même genre de 
simplification qu'au n p 331 (pour a 1 — c 1 ), on trouve 
finalement 

# 5 o* 



puisque 2s = ar, 



5 a» 



s — f = — . — . 
64 r 

Or (s — 0» c'est-à-dire le secteur OABC moins le trian- 
gle AOB, est le segment ACBD. Donc Un très-petit seg- 
ment de cercle est proportionnel au cube de son arc. 
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Pour un segment (s' — f ) correspondant à un autre 
arc très-petit a', on aurait de même 

5 a! 1 
64 " r ' 

Divisant ces deux égalités membre à membre , on ob- 
tient 

s' — f _ 
s — t a* * 



341. Excès du cercle sur un polygone inscrit 
d'an très-grand nombre de côtés. — Supposons main- 
tenant qu'au précédent numéro , le cercle ( désigné par C) 
contienne n fois le secteur s , et n' fois le secteur s'. Nom- 
mons P et P' les polygones respectivement formés par 
les n triangles t , et par les n' triangles f. Nous aurons 
les relations 

C = ns et C = n' s' y 
P = nt et P' = n'f f 

m 

qui nous conduiront (comme au n° 33$) à 

C — P' = 

C — P ~~ a 1 ' 

c'est-à-dire que Les différences entre le cercle et les po- 
lygones inscrits (à grand nombre de côtés) sont propor- 
tionnelles aux carrés des arcs sous-tendus par les côtés 
de ces polygones. 

i 

342. Valeur approximative du cercle, déduite 
de deux polygones Inscrits. — Si les arcs a' sont les 

moitiés des arcs a, la formule du numéro précédent 
donnera 

C = F + |(P'-P); 
c'est-à-dire que Le cercle est sensiblement égal àun po- 
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lygone inscrit (d'un grand nombre de côtés), augmenté 
du tiers de son excès sur le polygone inscrit qui a deux 
fois moins de côtés. 

Prenant les surfaces polygonales de 4, 8, 16, etc., 
côtés , inscrites au cercle dont le rayon est l'unité , et 
dont la surface est alors exprimée par * ; et appliquant 
notre méthode à la recherche de cette surface, nous 
obtenons les résultats suivants : 

AIRE DÉDUITE 

pour le cercle. 

3,1045695 . 
3,1391475 
3,1414377 
3,1415830 
3,1415920. 



Pour avoir Faire approximative du cercle (ou de toute 
autre figure plane), on conseille de prendre une moyenne 
entre les polygones inscrits et circonscrits, comme il suit : 

Polygone inscrit de 128 côtés 3,1403311 

Polygone circonscrit de 128 côtés... 3,1422236 

moyenne 3,1412774 

erreur 0,0003152; 

mais par notre méthode appliquée aux polygones ins- 
crits de 64 et 128 côtés, Terreur n'est que 0,0000006. 
La supériorité de cette méthode s'accroît à mesure qu'on 
augmente le nombre des côtés des polygones , ou qu'on 
se rapproche plus des conditions sur lesquelles elle s'ap- 
puie; tandis que la méthode ordinaire , nonobstant tou- 
tes les modifications qu'on lui a fait subir, donne tou- 
jours des résultats qui n'ajoutent que très-peu à l'ap- 
proximation des nombres qu'elle emploie. 

41 



NOMBRE 


AIRE 


des côtés. 


des polygones. 


4« • • • • 


2,0000000 




2,8284271 


16 


3,0614674 




3,1214451 


64 


3,1365485 




3,1403311 
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343. Remarques. — Les remarques faites au 
n° 33J s'appliquent aux quadratures comme aux recti- 
fications. De plus, on peut déterminer Taire du cercle 
(ou de toute autre courbe fermée) , soit en y inscrivant 
des polygones, ainsi qu'il vient d'être dit, soit en y me- 
nant des cordes parallèles, et joignant leurs extrémités 
par d'autres cordes, de manière à former une suite de 
trapèzes inscrits : telle serait la fig. 91, si l'on joignait les 
cordes AB , A' B', A" B" par les cordes AA', A' A", BB', B'B", 
auxquelles on ajouterait les cordos menées des points 
A" et B" aux deux points de contact T et T' des tangentes 
parallèles CD. 

En effet, on peut considérer les cordes de jonction, 
AA', A' A", etc., comme les côtés d'un polygone inscrit 
(régulier ou irrégulier), et les cordes parallèles AB, 
A' B', etc., comme servant à décomposer ce polygone en 
une série de trapèzes et deux triangles, A"TB", A"T'B", 
placés aux extrémités de cette série. 

Ainsi, quand on mène , dans une courbe fermée, une 
série de cordes parallèles ( équidistantes ou non ), il est 
entendu que l'on joint leurs extrémités par d'autres cor- 
des pour avoir des trapèzes inscrits , dont la somme (en 
y ajoutant les deux triangles ) exprime l'aire d'un poly- 
gone inscrit. 

Quand la courbe n'est pas fermée, on joint ses extré- 
mités par une droite , sur laquelle on élève une série de 
perpendiculaires (équidistantes ou non), terminées à 
cette droite d'une part, et à la courbe d'autre part La 
surface comprise entre la courbe et la droite qui en joint 
les extrémités , se trouve ainsi décomposée en une suite 
de trapèzes rectangles et deux triangles (n° 83). 

On fait presque toujours usage de ces trapèzes rec- 
tangles , même quand la courbe est fermée ; et alors on 
divise la figure en deux parties, au moyen de quelque 
ligne diamétrale, comme le grand axe A A' (fig. 179) s'il 
s'agissait d'une ellipse. Dans le cas d'une courbe non fer- 
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niée , et composée de deux parties symétriques, comme 
la parabole {fig. 182), on prendrait Taxe indéfini ÀX 
pour ligne diamétrale, et Ton terminerait la surface à 
quelque corde M' PT perpendiculaire à cet axe : alors il 
n'y aurait plus de triangle que vers le sommet A de la 
courbe; et tout triangle disparaîtrait si Ton demandait 
Faire de la surface comprise entre la courbe et deux 
cordes parallèles MN , M' N'. 

On peut éviter cette complication qui naît de la pré- 
sence ou de l'absence des triangles, en considérant ceux- 
ci comme des trapèzes dont une base est égale à zéro : 
et c'est ainsi que nous en userons. 

314. Quadrature des surfaces planes. — 1°. On 

commence par diviser la surface proposée au moyen de 
cordes parallèles équidistantes ; on prend leurs longueurs 
dans Tordre successif a , 6, c , . . . , t , u. Or, chaque tra- 
pèze ayant pour expression la demi-somme de ses bases 
multipliée par sa hauteur ( ou intervalle des cordes , dé- 
signé par h) , leur somme sera 



c'est-à-dire que Von fait la somme des cordes intermé- 
diaires et la demi-somme des cordes extrêmes , pour les 
réunir, puis on les multiplie par l'intervalle commun : 
le résultat exprime l'aire d'un premier polygone inscrit 
désigné par P. 

Ensuite, on divise les intervalles des cordes, chacun 
en deux parties égales, pour y intercaler d'autres cordes 
parallèles aux premières : ce qui double le nombre des 
trapèzes et conduit à un second polygone inscrit , dési- 
gné par P'. 

Enfin, à ce second polygone P' on ajoute le tiers de 



ou 
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son excès sur le premier P ; et le résultat exprime Faire 
de la surface proposée , avec une approximation d'au- 
tant plus grande que les polygones auront plus de côtés. 

2°. Si le nombre des cordes parallèles est désigné par 
n + 1 , la somme de leurs intervalles est nh ; et alors 
l'expression précédente du polygone P revient à 



c'est-à-dire que le polygone P s'obtient aussi en multi- 
pliant la moyenne de toutes les cordes (les deux ex- 
trêmes comptées pour une seule) par l'intervalle des 
deux cordes extrêmes. 

3°. On peut aussi laisser entre les cordes parallèles 
des intervalles inégaux, sauf à multiplier par chacun 
de ces intervalles la demi-somme des deux cordes cor- 
respondantes : tous ces produits partiels étant réunis 
donnent Taire du polygone P. On obtient de même l'aire 
du polygone P' en divisant chaque intervalle des cordes 
précédentes en deux parties , égales ou inégales. 

345. Quadrature des surfaces courbes en géné- 
ral, — Pour trouver Taire d'une surface courbe S , on 
déterminera d'abord une surface plane équivalente, puis 
on appliquera à celle-ci la méthode de quadrature indi- 
quée au numéro précédent. 

Sur la surface proposée on trace une ligne équatoriale, 
plane si c'est possible, analogue à celle d'une sphère 
(n° Avec une ouverture de compas arbitraire, on 

trace ensuite deux parallèles à celte ligne, une de cha- 
que côté, soit d'un mouvement continu en faisant glisser 
le long de Téquateur une des pointes du compas tandis 
que l'autre trace la parallèle , soit en décrivant de petits 
arcs de différents points de Téquateur comme centres 
et raccordant ces arcs par un trait continu : on obtient 




+ 0 + | + | 



. nk; 



n 
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ainsi deux bandes, analogues aux zones à deux bases de 
la surface sphérique. Avec la même ouverture de compas, 
on décrit deux autres courbes parallèles, bornant deux 
nouvelles bandes ou zones; et ainsi de suite, de manièro 
à partager toute la surface proposée en zones d'égale 
largeur (ou plutôt de cordes égales) et deux espèces de 
calottes situées vers les pôles de la ligne équatoriale. 

Cela fait, on considère toutes ces bandes comme étant 
les surfaces convexes d'autant de troncs de cônes irré- 
guliers, que Ton transformera en trapèzes de la manière 
suivante : 

Sur un môme plan on tire deux axes rectangulaires 
XOX' et YOY' ( [fig. 175 ) ; le long de OY et de OY', et à 
partir de l'origine 0 , on porte les mêmes ouvertures de 
compas que ci-dessus , et par chaque point de division 
on mène des parallèles à OX. On rectifie la ligne équa- 
toriale (n° sur OX, puis les deux parallèles voi- 
sines de cette ligne sur les deux parallèles voisines de 
OX, et ainsi de suite de proche en proche. L'équateur et 
toutes les parallèles de la surface courbe étant de celte 
manière portés de longueurs égales sur OX et ses paral- 
lèles correspondantes , à partir de Taxe YOY', si Ton joint 
leurs aulres extrémités par un trait continu, on aura, 
entre ce trait et l'axe YOY', une porlion de surface plane 
P, approximativement équivalente à la surface courbe S. 

On en obtient une autre P', encore plus approchée, 
si Ton double le nombre des bandes dans lesquelles 
on divise S. Et alors on aura, pour valeur très-approchée 
de la surface courbe 

S = P' + i(P'-P), 

les quadratures de P et de P' étant faites conformément 
à la méthode indiquée au numéro précédent pour les sur- 
faces planes. Mais, sans tracer effectivement les surfaces 
planes que représentent P et P', on pourrait calculer leurs 
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aires au moyen des valeurs des parallèles, rectifiées sur 
une môme droite comme axe. Si Ton se donne la peine 
de figurer P et P', c'est dans le but de corriger les unes 
par les autres les longueurs attribuées à ces parallèles. 
En outre , les contours des surfaces P et P' seront des- 
sinés d'une façon plus correcte et plus éléganle si, au 
lieu de porter les longueurs des parallèles d'un même 
côté de l'axe YOY', on les dispose par moitié de part et 
d'autre de cet axe : alors les surfaces P et P' ont leurs 
contours entièrement curvilignes et sont formées chacune 
de deux parties symétriques par rapport à ce même axe. 

31 G. Quadrature des surfaces de révolution. — 

La remarque qui termine le numéro précédent s'applique, 
on ne peut mieux , aux surfaces de révolution. On nomme 
ainsi toute surface considérée comme engendrée parla ré- 
volution d'une ligne plane, tournant autour d'une droite 
située dans son plan : cette droite est l'axe de*la surface 
de révolution. Il est évident que, par ce mouvement, 
les différents points de la ligne génératrice décrivent des 
circonférences, dont les rayons sont les perpendiculaires 
abaissées de ces points sur l'axe ; en sorte qu'il en ré- 
sulte des cercles parallèles entre eux et perpendicu- 
laires à l'axe. L'un de ces cercles (le plus grand si l'on 
veut) étant pris pour équateur, les autres sont nom- 
més parallèles; la ligne génératrice, dans toutes ses po- 
sitions, représente autant de lignes méridiennes, toutes 
égales entre elles, et coupant à angles droits la ligne 
équatoriale et ses parallèles.. 

Si maintenant il s'agissait de faire la quadrature d'une 
surface de révolution, ou simplement de transformer 
cette surface courbe en une surface plane équivalente, 
on porterait une môme ouverture de compas tout le long 
de la ligne méridienne (à parlir de l'équateur, dans un 
sens et dans l'autre) ; on porterait les mêmes ouvertures 
de compas sur les demi-axes OY, OY' (fig. 175); par 
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chaque point de division on mènerait à Taxe XOX' des 
parallèles , de longueurs égales à celles des parallèles 
correspondantes de la surface de révolution, ces derniè- 
res étant des circonférences aisément calculables à l'aide 
de leurs rayons. 

Sans aller plus loin , on voit que toute l'exactitude de 
cette transformation de la surface courbe en une surface 
plane, repose sur la parfaite rectification de la ligne 
méridienne. Si , comme dans le cas d'une sphère, ou de 
la Terre qui en diffère peu, on porte la ligne méri- 
dienne, moitié sur OY et moitié sur OY'; puis, chaque 
parallèle , moitié dans le sens OX et moitié dans le sens 
OX' : une ligne , soigneusement tracée par les extrémi- 
tés de ces parallèles , circonscrira une surface plane 
exactement équivalente à celle de la sphère, et formée 
de quatre parties symétriques relativement aux deux 
axes. 

Bien plus , si l'on a mené sur le plan, des parallèles 
correspondantes aux 180 degrés delà ligne méridienne; 
si en outre on divise chacune de ces parallèles en 360 de- 
grés, pour faire passer une ligne par les mêmes numéros 
d'ordre , toutes les lignes ainsi tracées représenteront les 
méridiens terrestres, comme les parallèles du plan re- 
présentent les parallèles de la sphère. On aura, de cette 
manière, formé une carte ou projection plane de la 
sphère , qui aura l'avantage de représenter chaque por- 
tion de surface dans son étendue réelle ( ou proportion- 
nellement réduite pour le cas de la Terre ) , mais qui 
aura l'inconvénient d'altérer la forme de ces portions de 
surface, et, bien pis, de les altérer diversement*. 



* Cette manière de. transformer une surface courLe en une surface 
plane équivalente, appliquée d'abord à la recherche des lois de la distri- 
bution des continents sur la surface du Globe {Petite Physique du Globe, 
par M. Saigey, t. H, chap. 105, 100 et 107), vient d'être uUlisée par 
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CHAPITRE XL. 

LE LA CUBAT IRE DES VOLUMES. 

317. Cubature. — Faire la cubature d'un volume , 
c'est déterminer un cube qui lui soit équivalent ; c'est 
chercher combien il contient d'unités cubiques ; c'est , 
en un mot , trouver sa mesure. Sous ce rapport , nous 
nous sommes déjà occupés des polyèdres et des trois 
corps ronds : il resterait à trouver quelque moyen de 
de mesurer , au moins approximativement , le volume 
d'un corps à surface quelconque. 

3J$. Volume engendre par la révolution d'un 

petit segment de cercle. — Conformément au n° £tlt* 
et à la fig. 172, tandis que le demi-cercle ACB tour- 
nant autour de AB engendre la sphère , le segment de 
cercle DIFR engendre un volume qui a pour expres- 
sion | 7t . DF'.EG. 

Nommant s le volume engendré par Je secteur DOFI, 
et t le volume engendré par le triangle DOF, on aura 
pour leur différence , 

s — t = z « . DF J . EG ; 
o 

ou bien , en désignant par c la corde DF et par h la hau- 
teur EG, 

s — t = \ * c 5 A. 
o 

Dans le cas où la corde c est très-petite , on peut la 



M. Babinet, pour la confcclion de cartes géographiques; mais ce savant 
ignorait que cette méthode est une dépendance de la théorie des rectiû- 
cations et des quadratures , exposée ici pour la première fois» 
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remplacer par la valeur qui lui est attribuée au n." 331 , 
et écrire en conséquence 

a désignant Tare sous-tendu par c, et r le rayon. On 
peut enfin négliger la quatrième puissance de a , et po- 
ser simplement 

1 

s — f = - tz a 1 h. 

Pour un autre petit arc a\ correspondant à un sec- 
teur s', à un triangle et à une hauteur h', on aurait 
de môme 

s'—t' = l *a'*h'. 

Divisant membre à membre , on a enfln 

s' - f _ a'* h' 
7=1 ~ a* ' F 

349. Excès de la sphère sur le volante engendré 
par la révolution d'un demi- polygone inscrit. — 

Admettons qu'au numéro précédent le volume V de la 
6phôre se compose de n fois le volume désigné par s f 
ou de n' fois le volume désigné par s' ; en sorte que 

\ = ns et V = n's\ 

Désignons en même temps par T la somme des n volu- 
mes t, et par T' la somme des n' volumes t' : d'où 

T = n* et T' = n'f. 

On lire de là 

V — T' _ n' s'—*t' 

V — T ~~ n ' s — t' 

Digitized by Google 



250 



DE LA CUBATURE DES VOLUMES. 



ou , à cause du résultat final du numéro précédent y 



Mais les hauteurs h et h' étant réciproques à leurs nom- 
bres n et n', il en résulte ri h' = nh: d'où 



350. Valeur approximative de la sphère, déduite 
des volumes engendrés par la révolution de deux 

demi-polygones inscrits. — La supposition n = 2 n' 
donne , par la formule précédente , 



c'est-à-dire que Si, au volume engendré par la révolu- 
tion d'un demi-polygone, on ajoute le tiers de son excès 
sur le volume engendré de même par le demi-polygone 
qui a deux fois moins de côtés , on aura sensiblement le 
volume de la sphère circonscrite. 

3511. Remarque. — On peut aussi considérer le vo- 
lume engendré par le segment DIFR (fig. 172) comme 
étant la différence entre le segment sphérique engendré 
par DIFGE et le tronc de cône engendré par DFGE. Alors 
la sphère est considérée comme une somme de segments 
sphériques, et le volume engendré par un demi-poly- 
gone inscrit comme une somme de troncs de cône et de 
deux cônes ayant leurs sommets aux extrémités A et B 
de l'axe de révolution. 

Raisonnant ensuite comme aux n" 331 , 335 et 336 , 
pour passer de la sphère à un corps de forme quelcon- 
que , il est facile d'arriver à la règle donnée au numéro 
suivant. 



V — T' ri h' a' 1 



V — ï nh ' a 1 



v — r 

V — T 




V = T' + |(T'-T); 
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35£. Cubature d'un volume quelconque. — On 

divisera ce volume par des plans parallèles (équidistants 
ou à peu près ) en tranches dont les bords seront assi- 
milés à des portions de surfaces coniques quelconques 
(n° 27G). Ayant donc calculé ces tranches comme des 
troncs de cône ( n° £73) , on en fera la somme. On fera 
de môme la somme des tranches deux fois plus minces 
ou plus nombreuses dans lesquelles on aura ensuite di- 
visé le volume proposé. Ajoutant à cette dernière somme 
le tiers de son excès sur la première , on aura le vo- 
lume demandé , avec une approximation d'autant plus 
grande que le nombre des tranches aura été plus consi- 
dérable. 

On ne réduit pas effectivement en tranches le corps 
dont on cherche le volume : il suffit de marquer à sa 
surface les contours des sections planes demandées. A 
cet effet , ayant posé d'une manière invariable le corps 
sur un plan , on fait tourner tout autour de sa surface 
une pointe traçante , fixée à un appareil dont le pied 
glisse sur le plan ; pointe qui reste à la même distance 
du plan durant le tracé du contour de Tune des sec- 
tions, et qui peut monter ou descendre pour le tracé 
d'un autre contour. Relevant tous ces contours sur un 
plan (en les construisant par points à l'aide de leurs 
cordes), on fera la quadrature des aires bornées par 
ces contours ( n° 3J i ). Connaissant d'ailleurs les épais- 
seurs des tranches, on aura tout ce qu'il faut pour 
achever les cubatures d'après la méthode indiquée tout 
à l'heure. 

Bien que , par cette méthode , il suffise de 4 , de 6 , ou 
de 8 tranches au plus , pour avoir le volume d'un corps 
avec une grande approximation , néanmoins le procédé 
suivi en physique sera toujours préférable lorsque le 
corps aura de faibles dimensions ou une surface très- 
accidentée. Ce procédé des physiciens consiste , comme 
on sait, à mesurer directement le volume d'un liquide 
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déplacé par le corps , ou à conclure ce volume du poids 
du corps , pris tour à tour dans l'air et dans le liquide. 

353. Remarques finales. — Les formules établies 
dans ces trois derniers chapitres, conduisent donc tou- 
jours au même résultat : ainsi Pour avoir approxima- 
tivement l étendue d'une figure proposée, il faut y inscrire 
deux figures à éléments rectilignes , en nombres simple et 
double, puis ajouter à la plus grande le tiers de son excès 
sur la plus petite. 

On voit aussi qu'en inscrivant d'abord la plus grande 
de ces figures, il suffira de prendre ses éléments de 
deux en deux pour constituer la plus petite, ce qui 
abrège d'autant cette dernière opération. 

C'est dans ce but que nous avons pris le nombre 2 
pour le rapport des arcs a et a' dans les formules finales 
des n 0i 33«, 3411 et 34». Mais on pourrait faire varier 
ce rapport , et arriver ainsi à d'autres formules servant 
à la mesure de l'étendue sous toutes ses formes. 

Lorsque la figure proposée est donnée par son tracé 
même, on détermine son étendue à l'aide d'un procédé 
graphique comportant le même degré de précision. Et si 
cette figure est simplement formulée (par le moyen 
d'équations numériques ou algébriques), on formule 
également les figures inscrites, et l'on arrive ainsi à une 
expression générale de la proposée, considérée dans son 
étendue seulement. 



FIN. 
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